EXERCICES PRIMITIVES ET CALCUL INTEGRAL

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 01 :

Trouver une primitive de chacune des fonctiondéfinies par

1°)f(x)=—X + 6 + 10x — 4

3)F(X) =3¢ -4 +5¥¢ - 9x + 1

5°) f (x) = (2x — 1)(X —x + 4Y
7°)f (x) = 5x (€ +1)°

9°) f (x) = 7>¢ (x* + 5)°

11°)f (x) = (5x + 1

13°)f (x) = (x — 4}

2xX+1

157 1092 (x2 + x—3)3

o 3
21°) f(x)=ﬁf

5 _ 3 2
230) f(X)ZZX X :3x +2
X

2x3 +5x% +4x+ 4

(x+2)

COSX

sin® x

sinx

cos? x

31°) f(x) =sin3x

25°) f(x) =

27°) f(x) =

29°) f(x) =

33°) f(x) = 4cos2x

34°) f(x) = cos3x + 6sin3x —sinxcos’ x

36°) f(x) =10sin5x +12cos4x — 3sin(6x —ﬁ)
6

27)(x) = 2 — 5X + 5x
49 (x) = -3+ 2 —5x + 7
6 (X) = (6x+3)(% + x + 1f
8f)x) = 3¢ (x® + 1)
109 (x) = x (¢ — 4¥
129)(x) = (-3x+2§

147)(x) = (5 — 2x§

16°¥ (x) = (5:1)2
18%)(x) = ﬁ
20°% (x) = 5+ x + (Xflz
22%)(x) = -x2 +_2+X_53 o +23)2
X3 +5x% -1

24°F (x) = o~
26°%)(x) = (x3 - 7x +1)5 (3x2 - 7)
281)x) = sinxcos’ x

30%)x) = cosxsin” x

32f)x) = sin(4x +%)
34%)x) = cospx + 2)

, 35°) (x) = cos’ x

37°)f(x) =sin*x
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EXERCICE 02:

1- Calculer les intégrales suivantes
A:j‘_zs(x4—5x2+3)dx , B :J'Ol(x+3)(x2 +6x+4)%dx ; K :J'l (x+1)"dx ; L:J': (3x +1)dx
3X+6

Czjf%gfﬂdx; D= [ @x+’dx ; E=[ > 2y % +4x+3) . T=], ﬁ
In’x | z
F—jl(g 270 G NS ——+x/_)dx J= j SCI‘;S’; j N Xy ; H=jo“ tan(x)dx

L :J'OE sinxcos'xdx ; N :J'le(x2 +1)°dx ; p:J'_z,/X+3 dx ;D :J'_Z” tan? (x)dx
1

el+Inx . n JT. . 1 « ) 0 y
Q:L » dx ; R:J-SCOX(2X+—)C|X ;U :.[o(x-l-e )dX X K:J'_l(x2+x)ez dx

10x+1 i 7 tan(x)
= ;W= ; X = 1-3 dx ; W= dx
J'U 7+ 4 j T a3 dx j cosx(1-3sin® x)dx ; j cos®)

I :J-12 (\/3x-2)dx ; J :Ilzx(x2—3)dx : dx : L:.[_llxlxz—x4 dx ;

L=]" 1
ZAXx=1+4x+1
3
A= J' (ZX 1+(x—1) de B= j (\/x_+1)dx; E:J'LT7 cos xdx ; K=j_21 sin? xdx ;

I 2x-1 dx

. , X
Ox/m x+1dx | Q(X)_IO (2x2+3.)3
S:J‘Ecosx(cosxﬂ)zdx ;T :J'z‘ X* = 3x+2|dx ; P:J'_Z‘ X* = 2x=3dx ; K :J'_i(‘xz—2x‘+3)dx

D=j_l4(jx+3+|2x—]j)dx ;T :j_75 0x+:{+2‘x2 —3x+2‘)dx ; G:j502x—5|+|x—3)dx

Uzjé;r sin3tcosAt dt ; Y:Ifl(x‘xz—x—Z‘)dx; Z:jlz(i):+exlnxjdx.

M = J'3co§xsm X dx ; Nj

EXERCICE 03:
En utilisant la formule d’intégration par partiedauler les intégrales

K =.[0E xsinx dx ; J :J-JXZede : M :I:(_2X2+X+1)exdx . :J-12X o+ dx
P:Il (x+Dvax+ldx ; T :jx|nt dt ; S=Lzexln X°dx ; P=ij|n xdx ;

C= J'x\/_dx H = Ilnx ;F:jle(t2+3)lntdt;Izjgexcosxdx;

2 €os(Inx)

H:J'O teldt; I=[" (3t> -t +1)sintdt ; R=|?2 dx V=j§ xsin’(3x) dx

(3.2 . —_ X . (5 vein
K —jo3x cos@x)dx ; J —jo(x+2)e dx ; K-j;xsm xdx .
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EXERCICE 04:

Soient la fonctionf définie parf (x) =

23 +5x% —4x-7
(x+2)

(x+2f

1°) Trouver les réels a ; b et c tels que) =ax+b+
2°) Trouver la primitive F d& prenant la Va|GUFg en 0.

3°) En déduirel = f(x) dx.

EXERCICE 05:

Soit Soient la fonctioh définie parf (x) =

3x? +6x+4
(x+1)°

1°) Trouver les réels a et b tels qtie) =a+ b

(x+1f

2°) En déduire :jf f(x) dx.

EXERCICE 06:

2X+5

1°) Soit la fonctiorf définie par f(x) = >
(x+1)

a) Trouver les réels a et b tels que pour tetitk, f(x)=—2 + 2
x+1 (x+1)

3 2x+5
0 (x+1)?

b) En déduire le calcul de= |

x> -1

2°) Soit la fonction g définie pag(x) =——; :
X(x© +1)

a) Trouver les réels a , b et c tels que pour tglt xg(x) = + b§+i
X X+

x% -1
X(x% +1)

b) En déduire le calcul de = jf dx.

3°) Soit la fonction f définie parf (x) :2)(;5 :
X®—2X-3

a) Déterminer 'ensemble de définition de

b) Trouver les réels a et b tels que(x =2+
x+1l x-3
c) En déduire le calcul dis = "> X*S  gx .
0 x*-2x-3
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EXERCICE 07:

1°) On pose :joi (2x+1)cos xdx et J =j05 (2x+1)sin? xdx

a) Calculer | + Jpuis|1-J
b) En déduire les valeurs de | et de J.
2°) Déterminer les réels a ; b et ¢ tels que powitrréel strictement

it - 1 a bx+c
positif x on ait -————=—+—
X(xX*+D) x x*+1
3°) Calculer 1 :jll ( ;L+1) dx ; en déduire en utilisant l'intégration par patg calcul
5 X(X
In(x)

deJ= ' dx

J‘; X(x? +1)
4°) Soitl, = .[01 X" e*dx
a) Calculer

b) Pour tout entier naturel n, en utilisant unégnation par parties,
c) Calculer )., en fonction de,l En déduire

EXERCICE 08:

Pour tout entier naturel n >0 ; on pose =[x 3+x dx et 1= ]2 /3+x dx

1°) a) Calculerl,

b) Calculerl, a I'aide d’'une intégration par parties

1

2°) Comparerx™™ et x" lorsque < x < 1. En déduire que la suite, ) est

décroissante.

3°) a) En procédant par encadrement, établir qr%l/_%:s I, < ni+1 :

b) Etudier la limite de la suitél,) en +oo.

4°) a) Démontrer que, pour tout nombre x de [Parla :

1

0 2-,/x+3 <
24/3

(1-x)

b) Déduisez du résultat précédentquez+— . 1 <1, < 2
n+l 243 (n+D)(n+2) n+l

c) Déterminer la limite de la suitel ).
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EXERCICE 09:

Soit la fonctionf définie parf(x)=e™*In(1+¢€").
On se propose de calculer(:) =j: f(x)dx, oUA €R+
1°) Quel est le signe(1) ?

2°) Trouver deux nombres réels a et b tels que wutréelx, 1f cFat o
€ €
1
3°) Calculera() =’ dx
) D= s

4°) f' étant la fonction dérivée de, calculerf + '
5°) Calculeri ().

EXERCICE 10:

Soitf une fonction numérique continue sur [0 ;1] ektejlie pour tout x de [0 ;1]
2
jxl f(t)dt = 1-X

. Soit F une primitive désur [0 ;1] .

1°) Prouver que E(1) = jol xf (x)dx + jolF(x)dx .

2°) En déduire quej:ol xf (x)dx = 1

E.
3°) En déduire quej:ol[f(x)]zdx > %
o . P ! X"
4°) Soit h définie parh(x) = | TR dx.
£ 14 1 1
Démontrer r n élément na: < < :
émontrer que pour n élémentiNeo az(n+1)<h(x)<n+1

EXERCICE 11:

1) Soit la fonctiorf continue sur [0 ;1] telle que,

pour tout réel x de [0 ;1] on al < f (X) <
X+2 X+1

Démontrer que th15< jolf(x)dxs In2.
2) Pour tout entier naturel n on donne- ﬁ X" sin(7rx) dx
a) Calculerlim 1, (on remarquera quexe[0,1], O< X" singr X)<x")

b) Trouver une relation de récurrence enjreet 1 ,,.
c) En déduire lim (n?1,).
n - +oo

Exercices Primitives Page 5sur9 Adama Traoré Professeur Lycée T echnique



EXERCICE 12:
Soit la fonctionf définie surR par f(x) =

x-1

etmun réel supérieur a 2.
2
‘ X = 2x‘ +1

Calculer[” f(x)dx puis [ f(x)dx.
Quelle est la valeur moyenne fdgur I'intervalle [1;m].

EXERCICE 13:
Pour tout entier naturel non nul n, on définit,:= jle(ln x)" dx.

1-/ a/ justifier I'existence de cette intégrale.
b/ Calculer J.
c/ Démontrer la relation : pourx2, I, =e-nl, ;.

(on pourra effectuer une intégration par parties).
2-/ I'entier naturel non nul n étant fixé, on n&teune primitive de la fonction

xi— (Inx)" sur l'intervalle ]0 ;+ol.
a/ Démontrer que la fonctidn— F, (€' e¥t dérivable suR et expliciter sa

fonction dérivee.
b/ En déduire les propriétés suivantes :

- Pour tout entier naturel non niy = F, (e) - F, (1) = j;t” el dt.

: e
- Pour tout entier naturel non n0OE1,, < —

n+1
Indication : pour la deuxi@me propriété, encadrer d’abddistr [0 ; 1].

EXERCICE 14:
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on cansith fonction

et

T+e dt

f définie surR par f(x =

1°) Indiquer sans calcul'(x) et f (0) ;

2°) Etudier les variations dé ;

3°) Démontrer que pour tout nombre réel f(x)=x+ |n(e‘x+1)— In2

En déduire que la droite d’équatioly = x - In2 est une asymptote a la courbe) (@ f .

4°) Construire dans le plan la courbe)(@® f .
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EXERCICE 15:

Le but de I'exercice est de montrer que le nomblmmse des logarithmes népériens,
n'est pas un nombre rationnel.

Partie A :

Soitf la fonction définie suR par :f(x) = x €7

On désigne par (Lla courbe représentative fidans un plan muni d’'un repere
orthonormé(o;T : T) d’'unité graphique 4cm.

1-/ Etudier les variations de on précisera les limites den o et en +o.
2-/ Construire la courbe (dans le plan.

3-/ Utiliser une intégration par parties pour cédcu |, = j; f (x) dx.

Quelle est I'interprétation géométrique de |

Partie B :

Pour tout entier naturel supérieur ou égal a Jpase :I, = j: x" e dx.
1-/ a/ Montrer quex" < x"e™ < ex", pour tout x de [0 ;1].

b/ Exprimer en fonction de I'entier nJ;, = j: X" dx.

c/ Déduire de a/ et de b/ que l'on al— <1, < & pour rel.
n+1 n+1

2-/ Utiliser une intégration par parties pour menftjue pour toutil on a :
lnag =(N+D1, -1
3-/ Pour tout entierxl on pose k, =nle-1,, .
a/ Exprimer k;,a l'aide de k.
b/ Calculer k (on pourra utiliser 1a%3* question de la partie A).
En déduire, en procédant par récurrence sur nk,gest un nombre entier pourh

c/ Utiliser le b/ et le 1-/ ¢/ pour montrer quegetpue soit I'entier r 2, le nombre (nde)
= k,+ I, est un entier.

4-/ al Soit p et g deux nombres entiers strictemesitifs.

Nl )
Montrer que, pour hq, le nombre—p est un nombre entier.
q

b/ En déduire, a I'aide du 3-/ b/ et 3-/ ¢/ quéesthpas un nombre rationnel.
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EXERCICE 16:

Soit (I,) la suite définie par, =j0"sinn x dx. (on indique quesin® x =sin™ xxsinx)
1°) Calculeri, et 1,.
2°) Sans calculer,, démontrer que la suitg)lest décroissante.

3°) A l'aide d’une intégration par parties dedémontrer queinON

| =n+1

n+2

|
n+2 "

4°) a) Calculen, ; 1, et
17 216

< -
= 3*x5x7?2"

b) En déduire queé

-~ = <
x7?x11

EXERCICE 17:

Pour tout entier naturel n on poke= j; X"v1-x dx.

1°) A l'aide d’une intégration par parties trouvgre relation entreé_ et |
2°) Calculerl,.

3°) Calculer I,..

EXERCICE 18:

1

Pour tout entier naturel n on pose= |4 ———dx
POS IO cos™(x)

1°) Déterminer les réels a et b tels qédé—: aco_s(x) + bco_s(x) :
oskx) 1-sin(x) 1+sin(x)

1
cos(x)

En déduire le calcul dg, =j0Z dx.

2°) A l'aide d’une intégration par partie démontoeie 2nl , = (2n—1)|n_1+2—

2
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EXERCICE 19:

On se propose de trouver sans les calculer séparéesdrois intégrales
| =[2 cos'x dx ; J=[2sin*x dx; K=[22sin’xcos x dx
1°) Calculerl —Jet | +J+K.

2°) Exprimercos4x en fonction decosx et sinx.

En déduire la valeur de+J -3K puis cellesdd ; J; K.

EXERCICE 20:
_ 2 cosX O 7 sin2x _
On posel, = Troar [ Tooary X6t L=l

1°) Calculer }
2°) Calculer ]

3°) En déduire I.

EXERCICE 21:

On considére les intégrales définiesjo"cos“ xdx et J :jo”sin4 X dX.
1°) a) Montrer que l'intégrale | peut s’écrire .:joﬂcosx(cosx—cosxsin2 X) dx
b) A l'aide d’une intégration par parties, montneie | =j0"sin2 xdx—%J :

c) Montrer aussi que l'intégrale J peut s’écril:ls-::j()”cos,'2 xdx—%l :

2°) a) Montrer que +J =3772

b) Montrer queJ -1 =0

c) En déduire les valeurs des intégrales | et J.
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