Cours CALCUL TRIGONOMETRIQUE ET EXERCICES AVEC SOLUTIONS

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

Formules de transformations
) RAPPELLES
1) Cercle trigonométrique ‘f M
Définition :Le cercle
trigonométrique est un cercle
de centre O l'origine du plan 9
derayonR =1
orienté une orientation ositive.
et admet une origine [
2) Les abscisses curvilignes

Soit (C) le cercle
trigonométrique d'origine I,
considérons l'intervalle | — m, 7]
tel que O I'abscisse de I sur l'axe B d
perpendiculaire sur (0I). Sion _
fait enrouler le segment qui + D lw
représente ] — m, ] au tour du ‘
cercle (C) on remarque que
chaque point N d'abscisse a de
l'intervalle ] — 7, m] s'associe

avec un point unique

M du cercle trigpnométrique.

Le réel a s'appelle I'abscisse
curviligne principale du point M
et inversement si « est un réel de l'intervalle | — «, 7],
alors il existe un point M unique de (C) qui s'associe
avec le point N(a).Le réel a représente aussi la

g

mesure de I'angle géométrique centrique [IOM ]

Considérons le cercle trigonométrique (C) d'origine 1.
(A) est la droite Passant par I et perpendiculaire a (0I)
et d'unité égale a 0.

Soit M un point sur le cercle (C) et d'abscisse
curviligne principale a.

Si on suppose que la droite (A) est un file qu'on peut
enrouler autour du cercle (C)

on remarque que la point M du cercle (C) coincide
avec une infinité de points de la droite (A); et qui ont
pour abscisses

oo .. (@ = 67), (@ - 4n), (a — 27), (@), (a + 27) ... ..
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En générale : chaque point Nk de la droite (A) qui
coincidera avec le point M aura pour abscisse a + k2@
Ces réels s'appellent les abscisses curvilignes du
point M sur le cercle (C).

Définition :Soit M un point sur le cercle (C) et
d'abscisse curviligne principale a. Les réels qui
s'écrivent de la forme :a + 2km ou k est un entier
relatif s’appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle (C).

I) TRANSFORMATION DE cos (¥r-p) ET
CONSEQUENCES.

1) Formules de l'addition :

Activité : Soit M et N deux points sur le cercle
trigonométrique d’abscisses curvilignes

Respectifs x et y.

1- CalculerOM.ON de deux facons différentes.

2- En déduire co s(x — y) = cosx. cosy + sinx. siny

3- Calculer cos (x + y) en fonction des valeurs

trigonométriques de x et de y.

4- Calculer sin (x + y) et sin (x — y) en fonction des

valeurs trigonométriques de x et de y.

Propriétél : Pourtous réels x et yon a:

cos (x — y) = cosx. cosy + sinx. siny (1)

cos (x + y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)

sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3)

sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)

Exemple :1)Calculer cos = et sin -
12 12
St

2)Calculer 0035—” et sin—
12 12

3) monter que : cosx =cos(x +%)+cos(x —%)

4) monter que : sin(x+2—”)+sin(x—%ﬂ)+sinx:0

Solution :
1) COS£=COS Z—z =COS£COS£+Sin£Sin£
12 4 6 4 6 4 6
0 s 1l2]3|=
sinx |0 L | 2| £ |1
2 2
cosx | 1] ¥ | Y2 |1 |90
2 2 2

=




. T . VA T . T T V/ A/
siINn—=SsIn| ——— [=SIN—C0S— —CO0S—SIn —
12 (4 6) 46 476

EE B1_ i
2 2 2 2 4
5z T T T T . T . T
2) COS— =C0S| —+— [|=C0S—C0S——SIn —SIn —
12 4 6 4 6 4 6
BB B -
2 2 2 2 4
.57 . (ﬂ ﬂj LT T T . T
SIN—=SIN| —+— |=SIN —C0S— + C0S —SINn —
12 4 6 4 6 4 6
VR B1 G
2 2 2 2 4

3)( cos(x+%)+cos(x—%) =cosx¥¢

VA VA VA .. V4 ..
cos(x+§)+cos(x—§):cosgcosx—smgsmx+cos§cosx+sm§smx

s 5

1 . 1 . 1
=005 X ———SIiN X+=C0S X+ —SiN X =2x=C0S X = C0S X
2 2 2 2 2
4) o 2, . 2r . 2w . T\ . T
) sin(X+—) =Sin Xc0S— +Sin —C0S X =SiN XC0S| 7 —— |+Sin| 7—= |COS X
3 3 3 3 3
. 2r . .
sin(X+—) =—sin Xc0s = +Sin = oS X
3 3 3
. 2, . 2t . 2% . AT T
sin(x——) =sin xc0s— —sin —C0S X =$iN XCOS| 7 —= |-Sin| 7—— |cOS X
3 3 3 3 3
. 2 . T .7
sin(x——) =-sinxcos = -sin—Ccos x
3 33
sin(x+%ﬁ)+sin(x—%ﬂ)+sinx:—Zsinxcos%+sinx:—sinx+sinx:O
Exercicel :

Soient : 0<a<% et O<b<% et cosa:sinb:%

1)Calculer : sina et cosb
2) Calculer : sin(a+b)

Solution : calcul de cosb :

2
ona 0032b+sin2b=1©coszb:1_6]

NG e

coszb=§<:>cosb=— ou cosh=-—
4 2 2

Ne

Or: 0-<b-<E donc: cosh =—
2 2
calcul de : sina

2
. . . 1
0N a:cos’b+sin’b=1<>sina=1-cos’ a < sin’ a:l—[E

. 3 ) _
donc : SIHZHZZ donc Slna:73 ou Slna:—g
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&

s .
or 0<a<E donc: Sina=

2
2)ona: sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa

+
3 31
—X +§><

2 2

Donc : sin(a+b) = %
.11z

et sin—
12

1 3
==+
2 4

Exercice?2 : Calculer cos%

2) Formules d’angle double.
D’apres propriétél ligne (2) on a:
cos(2x) = cos?x — sin?x et on sait que cos?x +
cos(2x) == 2coszx - 1

cos(2x) = =1 - 2sin?x.

D’apres Propriétél ligne (3) on a:
sin(2x) = 2sinx. cosy

Propriété2 : Pour tout réel x on a :
cos(2x) = 2cos?x - 1 (1)

cos(2x) =1 - 2sin?x (2)

sin(2x) = 2sinx. cosx (3)

T . T
Exemple :calculer cosg et smE

Solution : on a z_ 2% donc cos%= 003(2
D’aprés : cos(2x) = 2cos2x — 1 (1)

T VA
On a Donc: cosZ: 200325—1 donc :

N

1+cosz 1+— ) \/5
coszz: 4 _ 2 _c*F
8

2 2 4

V2 %

T
donc: COS— =
8

Or 0<z<£donc: cosZ >~ 0 donc: coszz
8 2 8 8

2+42
2
D’aprés : cos(2x) = 1 = 2sin2x (2)

T
donc: COS— =
8

On a Donc: COS£=1—25inZZ donc:
4 8
1—cos% 1—\/E

8 2 2 4

donc: sinZ = /2_\/5 ousinZ=— ﬂ
8 4 8 4

T
Or 0<=<—donc: sin£>-0 donc: sinZ =
8 2 8 8

N

sin2x =1

g

2 ou cos—=—1/2+\/E
4 8 4

2+«/§

4

2-2

4




s 2+«/§

COS— =
8 2

. T
Exercice3 : Sachant que sinx:% et 0< X-<E

calculer : c0s(2x) et sin(2x)
Solution : on a: cos(2x)=1-2sin”x
1 2 7

2
Donc : cos(zx)zl_z(_j =1-=2==
3 9 9

Et on a: sin(2x) =2sinxxcosx il faut Calculer cosx ?

on a: cos’ x+sin?x=1 Donc : cos? x =1-sin? x

1Y 8
2 2, _
Donc : cos"x=1-| = | donc: COS X=—
3 9
8 8
donc : COSX=? ou COSX:_%

B

VA
or 0<x<§ donc: cosx:?

1 {8 248

donc : sin(2x) = ng_z_

3 9
Exercice4 :Montrer que : M_@zz VXG]O;Z{
sinx  cosx 2
Solution :
sin3x  cos3x _ sin3xcosx—sin xcos3x _ sin(3x—x)
sinx  cosx Sin X cos X  sinXcosx

_sin(38x-x)  sin2x _ 2sinxcosx _
© sinXcosX  SINXCOSX  SINXCOSX
3) Formules du demi-angle.

D’apres : propriété2 ligne (1) et (2) on a:
Propriété3 :Pour tous réels x et y on a:

2

OS2 — 1+ cos2x (1)
2
sin2x = —1_0232)( 2)

D’aprés propriété2
s X
Propriété4 :cosx = 200825—1 @
¢ . . X X
cosx=1-2sin2— (2) sinX =2sin—cos— (3)
2 2 2
Exemple : montrer que :
1) 1—cosx+sinx=23in§ sin5+cos5
2 2 2

2)si a e R et sina=-1 alors

1-sina T a
—— =tan?| ———
1+sina 4 2
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Solution :

l)ona: 1-cosx+sinx=2sin 25+ 23in§cos5
2 2 2
. X . . XX
Car: cosx=1-2sin2— (2) et sinx=2sin—cos— (3)
2 2 2
DONC : 1—cos x +sin x = 2sin ~| sin > + cos >
2 2 2

2)ona:l-sina ﬂ—cos(%—a} et 1+sing =1+ cos(%—a}

ya
E_a —Q

DoNc : 1_ging =2sin2| 2 | etl+sina = 2cos? ZT
2

Donc : 1-sing =2sin?| Z-% | etlssing =2cos?| £ -
4 2 4 2

(z a)Y
1-sina Sm(4_2] T o«
Donc : = —tan2?l 2=
(4 ZJ

1+sina T
Sina COS(—)

Exercice5 : Montrer que : ¥xeR
1) sin? 2x—c0s 2x —1=—2c0s” Xx C0S 2X
2) 2sin® x+12¢0s* x =5c082x +7
Solution :

1) sin? 2x-cos 2x-1=(2cos xsin x)2—2c052x+1—1

4c0s” xsin® x—2¢0s’ X = ~2€0s” X C0S 2X

2) 2sin® x+12¢0s” X = 2sin’ x+12(1—sin2 x) = —10sin® x+12
:_Tm(l—c052x)+12=—5(1—0052x)+12=5c052x+7

4) Formules de la tangente.

Soient x et y deux réels tels que: (x + y) #% +km ona

sin(x+Yy) sinxcosy+cosxsiny

tan = =
(x+) cos(x+y) cosxcosy—sinxsiny

Six ¢%+ kmety ¢%+ km alors : cosx. cosy # 0

Sin XCOS Y + COS XSin 'y

tan(x+ )_ COS XCOS Y _ tanx+tany
y ~ cosxcosy—sinxsiny 1—tanxxtany
COS X COS Yy

six¢£+ kz etx¢£+ km
4 2 2

On en déduit que : si x ¢%+ k% etx ¢%+ kr

1w




2tan x
1-tan2x

tan 2x =

Si (x—y)¢%+ km etx¢%+ km ety¢%+ km

tanx—tany
l+tanxxtany
Propriété 5: Soient x et y deux réels tels que :

tan(x—y)=

x¢%+knety¢%+knona:

tan x+tany

T
1) Si (x+ y) #—=+km alors tan(x+y)=——
) Sey) 2 (x+y) 1-tanxxtany
2) six#Z+kZ alors : tan2x=m(2)
4 2 1—tan2x

3) Si (x - y) ¢%+ e alors :

tanx—tany
l+tanxxtany

tan(x—y)= (3)

Applications : Calculer tan% et tans—ﬂ

(1)

12
Solution :
tan” —tan = 1—i
7 z_z 46 3_A3-1
tan—=tan| ——= |= =—= -2-3
12 6) 1_tanZtan” 14— V3+1
476 B
1
VA T
tan= +tan=  1+—=
tan5—”=tan(£+zj= 4 6 _ \/1§=“/§+1=2+\/§
12 46 1—tan§tan£ 1-— J§_1
46 3

Exercice6 : Calculer tan %

Exercice7 :
1- Résoudre dans R I'équation x2+2x-1=0
2- En déduire tan (%)
Solution : 1) utiliser le déterminent A

2tan x
2) utiliser : tan2x = ——
1-tan
5) Les valeurs trigopnométrique en fonction de :

X
t=tan (=
an(z)

1) D’aprés Propriété 5 (2) et si x ¢%+ km

etx#m+ 2kn
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2tan >
tan x =

On posant : t = tan (5)
1-tan2— 2

on en déduit : tan X = i
1-t2

X
2) D’aprés Propriété 4 (1) ona: COSX = 200825 -1

et on saijt : 1+tan2x =
C0S2X

par suite : COSX = -1

1+tan25
2

si x # m + 2km alors : on peut conclure que :

1—tan25
COS X = )2(
1+tan2—

2

2

1+t2

X .
On posant t = tan (E) on en déduit: COSX =

s . . X X
D’aprés Propriété 4 (3) on a: sin x =2sin ECOSE
Six#m+ 2kn

. X X
Alors on peut conclure que : sin X = 2tan ECOSZE

X
2tan —
d'ou : SinXx =

X
On posant: t=tan (=) on
1+tan2— 2

en déduit : SINX =
1+t2

Propriété 6:Soit x unréeltelque : x #t + 2kmon a:

2
)

1+t2

t
- @

1) COSX =

. 2

2) SInX =
1+
Sidex¢%+knetx¢n+2kn

3) tan x = 2 3)
1-12

2

L : a
Application: soit aeR tel que : tanE

Calculer cosa et sina et tana

I~




1-t2
1+t2

22

_1-v22 1
1++/22

Solution : ona cosa=

2t 22

sina = = =
1+t2  1+4/22 3
2t 22

tana = =
1-t2 122 22

Exercice8 :1- Montrer que tan (%) = 2—\/§

2- Considérons I'équation :

(E): 2cosx — 2sinx — 1 —\/§= 0

a) Vérifier que m + 2k n’est pas une solution de
I'équation (E)

b) en posant : t = tan (g), résoudre I'équation (E)

(remarquer que 4-— 2\/§ = (\/5—1)2

3- Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

6) Transformations des sommes en produits

De la propriété 1 et de (1)+(2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalorson peut

déduire :x = P19 ot y - P9
2 2
On peut conclure que :
cosp+cosq= 2cos( ) cos(pzq)

De la propriété 1 et de (1)-(2) on peut conclure que :
cos(x — y) = cos(x + y) = —2sinx. siny
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalors on peut
P+q P—q
et y=
= 2

Py in (229

déduire : X =

cos p - cos q = -2sin (

De la méme fagon on peut montrer les autres propriétés :
Propriété 7: Pour tousréelsp, g, ona:

P—q

sinp + sin ¢ = 2sin (P23} . cos ( )
sinp-sinq=2cos(w)-51n(%)
cos p+cos q = 2cos( )c (pzq)
cosp-cosqz-Zsin(p+q).sin(%)

Application :Transformer en produits les expressions
suivantes :
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1) A(X) =sin 2x+sin4x
2) B(X)=C0sX+C052X+C0s3X+C0S4X
Solution :1)

A(X)=sin2x+sin4x = 28in[2x;4xjcos(2x;4xj

sin 2x +sin4x = 2sin 3xcos(—2x) =25sin3XC0S 2X

2)ona:

COSX+C0S3X = 2005[3)(;)(}005(3)(2_)(}: 2C0S2XC0S X

COS2X+C0S4X = 2003(4X;2chos[4)(;2x) =2C0S3XC0S X
Donc : B(X)=2€052XC0S X+2053XC0S X = 20X (€03 2X +C03 3X

X BX
Etona: cost+cosBx:ZcosEcos?

Donc : B(x)=4cosxcosgcos‘r>—2X

Exercice9 : Résoudre dans R I'équation :

sinx + sin3x + sin5x + sin7x =0

8) Transformations des produits en sommes.

De la propriété 1 et de (1)+ (2) on peut conclure que :

cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy d’ou :
1
COSX. cosy = 3 [cos(x = y) + cos(x + )]

De la méme fagon on peut montrer les autres égalités

Propriété :Pour tous réels x, yon a:

COSX. COSy =% [cos(x + y) + cos(x — y)]

sinx. siny = —% [cos(x + y) = cos(x — y)]

sinx. cosy =% [sin(x + y) + sin(x — y)]

La linéarisation d’'une expression c’est de I'écrire
sous la forme d’une somme.

Application : écrire sous la forme d’'une somme
1) cos2xxsindx 2) sinxxsin3x  3) cos4xxCcos6x
Solution :

1) costxsin4x:%(sin(2x+4x)—sin(2x—4x)):%(sin6x—sin(—2x))
= l(sin 6x+sin 2x) = lsin 6x+£sin 2X

2 2 2
2) sinxxsin3x = %(cos(x+3x)—cos(x—3x)) = %(cos4x—cos(—2x))

sin x xsin 3x =%(cos4x—cos(2x)) = %cos4x—%cos(2x)

[&)]




3) cos4xxcosbx :%(cos(4x+6x)+cos(4x—6x)):%(cos4x—cos(—2x))

COS4X x COSBX = %cos4x—%cos(2x)

ExercicelO: calculer

1) C057—><C055— )sm ><C085—
12 12 12

12
Solution :

2

1) 1 5 1 1z
COS—XCO0S— =—| COS| —+—
12 12

zj:%[_“ﬁjzﬁ

T 5t 1(
COSEXCOS—I— COS 7 +COS

2) 5 1( . (Tr 5« . (Tr 5«
sm XCOS—Z— sinf —+—|+SIN| ———
12 12 2 12 12 12

I 5 1( . .Y 1 1) 1
SiIn—xc0S—=—=|sinz+siIn— |==| 0+= |==
12 12 2 6) 2 2) 4

12

Exercicell : Montrer que

1) sin3—”+sin7—” = Zsin(&[jcos(%j
11 11

11
27[]
11

57
sin3—”+sin7—ﬂ tan( j
11 11

11

2) sm——smL :—2005(5 jsm[
11 11 11

3) en déduire que:

1

sins—”—sinz tan[znj

11 11 11
Solution :

377 T 3z Iz
1) sini—’lr+sin71—7lr:25in 11211 cos 11211

. 3r . Ir . (57 27r 5z 2
sin —+sin— = 2sin| — |cos| — =2sin—cos—
11 11

11 11 11 11
3 Ix 3z _In
2) S|n3—”—sm7 =2c0s 11 11 sin 11 11
11 1 2
3 T 5 27r 57 . 2rx
sm——sm——ZCos sin =-2C0S—sin—
11 11 11 11 11 11

R 372' . 772' . 572' 272'
i e 2sin| — |cos| —
BT _ (11) [11)

KV T~ 57 27
sin — —sin — —
11 11 Zcos(lljsm[llj

T 57 8 C(2m)
CoS| — SIn| —
11 11

Exercicel? : Montrer que

Solution:ona:
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. (57 2 57
SIn| — CoS| — tan
11 11 [5;;] 1 1
=—tfan| — |x

11

(277) B [27[)
tan tan| —
11 11
C0S 2X —C0S4X
C0S2X +C0S4x

=tan3xxtan x
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€0S 2X —COS4X = —25in(2xz4xjsin[zxg4xj = 2sin(3x)sin x

et cos2x+cosdx = —Zcos[zxzzlxjcos(zxjxj =2€0S3XC0S X

C0S2X—Cos4x _ 2sin3xsinx sm3x sin x
donc : =tan 3xxtan x

COS2X+C0S4X  2C0S3XCOSX cosSx COS X
car . cos(-x)=cosx €t sin(-x)=-sinx

Exercice 13: Montrer que vx e R

2 5X 2 3X . .
Ccos ?—cos ?:—sm4x><sm X

Solution :
, DX 23x 5X 3 5x 3X
€0s" ——008" — =| C0S—+C0S— || COS——COS—
2 2 2 2 2 2
5x 3] (5x_3x
cos 2 1 cos ¥ = 2c0s| 22 |cos| 22 :2cos(2x)cos(lj
2 2 2 2 2

Sx, 8 (5x_3x
cos§fcoss—xzfzsin 22 |gjp| 2_2 :723in(2x)sin[5
2 2 2 2 2

Donc : cos’ 5?X—cos2 %X = Zcos(2x)cos[§)x—25in (2x)sin [gj

:—2C08(2X)><Sin(ZX)ZCOS(;jSin[;]:—Sin(4X)SinX
Exercice 14: Montrer que vx e R

1) sin3x:sinXX(3—4sin2x)

2) cos3x=cos x(4cos’ x-3|

3) cos(4x) =8cos* x-8cos’ x+1

4) sin(4x) = 4sin x(2cos* x—cos x|

5) cos’x= %(3cosx+c033x)

Solution :
1) sin3x =sin(2x+ x) =sin 2xc0s X +C0s 2xsin X

= 25inxcos” x+(1-2sin’ x)sin x = 2sin x(L-sin’ x) +(1-2sin* x)sin x
= 2sin x—2sin° X-+in - 2sin’ x = 3sin x—4sin® x =sin x(3-4sin’ x|

2) cos3x =0 (2X+ X) = €0S X c0S 2X —sin 2xsin x
=cosx(Zcos2 x—1)+sin Xx 2008 XSin X = 2008* X — 008 X — 2008 Xsin” x
= 200" x—cosx—Zcosx(l—cos2 x)=Zcos3 X—C0S X—2C08 X +2008” X
=4cos3x—3005x=cosx(4cos2 x—3)
3) cos(4x) = c0s(2x 2x) = 2cos” 2x~1=2(2cos’ X —1)2 -1

=2(4cos’ x—4cos’ x+1)~1=8cos* x-8cos’ x+1
4) sin(4x) =4sin xcos x(2cos” x—1) = 4sin x(2c0s’ x—cos x)

sin(4x) =sin(2x 2x) = 2sin 2xc0s 2x = 2x 2sin xcos X (2cos’ x~1)

[o)]




5) cos®x = %(3003x+cos3x) g¢
Methodel

%(3005x+cos3x):%(3005x+cos(x+2x)):%(3cosx+cosx0032x—sinxsin2x)
= l(3cosx+cos X(2cos” x—1)—2sin xsin xcos )
4

1 1
=Z(Zcos3 X—C0S X —2C08 X+ 205° x+3cosx):z(4cos3 x)z cos® X

Methodel

3 2 1+c0s2x
C0S” X =C0S" XX COSX =

1
XCOSXZE(COSX+COSZX><COSX)
i, 1 1 1 1 1 3 1
008’ X ==/ C0S X+ (COS3K+C0SX) | == €08 X+ 003 3K +=C0S X = =C0S X+~ COS 3K
2 2 2 4 4 4 4

cos’ X = %(3cosx+cosSx)

Exercice 15 p(x)=sin2x-sinx €t Q(x)=1+cosx+cos2x
Montrer que :P(x)=sinx(2cosx-1) et
Q(x)=cosx(2cosx+1)

Solution :

Q(X) =1+ cosX-+C0s2X =1+ €05 X+ 2€05° X~1=Cos X+ 2¢0s” X =C0S X(1+ 2€05 X)
P(x)=sin2x—sin x = 2sin xcos x —sin x =sin x(2cos x—1)
Exercices 16:

1- Linéariser : 2cos2x. sin (2x)

2- Linéariser : cos® x

1) LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.
1) Rappelles

Propriété :Considérons I'équation (E) cosx = a ol a
est unréel :

1) sia<1oua>1alors 'équation (E) n"ladmet pas de
solutions.

2) les solutions de I'équation cosx = 1 sont les réels
2krou k € Z

3) les solutions de I'équation cosx = —1 sont les réels
m+2kmrouk €Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a

dans ]0, «[ qui vérifie cosa = a et I'ensemble

de solutions de I'équation (E) sera:
Sp={a+2kn;keZ}U{-a+ 2kn;kelZ}

5) En générale : les réels qui vérifient I'équation
cos(A(x)) = cos (B(x)) sont les solutions des équations
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z ouA(x) = -B(x) + 2kn
OUkEZ

Exercices17 :1. Résoudre dans R I'équation :

B3

2

s
cos (2x+ —)=-
( 4)
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Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2. Résoudre dans R I'équation :

V3 V3
— 1 —
cos (x +—) =sin (3x 5 )

Déterminer les solutions dans l'intervalle | — =, 7]

Propriété :

Considérons I'équation (E') sinx = a ou a est un réel :
1) sia<1oua>1alors'équation (E') n'admet pas
de solutions.

2) les solutions de I'équation sinx = 1 sont les réels :

%+ 2kw ol k € Z

3) les solutions de I'équation sinx = =1 sont les réels—
%+ 2k ol k € Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a dans
]—% : % [ qui vérifie sina = a et 'ensemble des

solutions de I'équation (E') sera :
Sg={a+2kn;keZ}u{nr - a+2kn;k €L}

5) En générale : les réels qui vérifient 'équation
sin(A(x)) = sin (B(x)) sont les solutions des équations :
A(x) =B(x) + 2kt ou k € Z Ou A(x) = T — B(x) + 2kn
oukeZ

Exercices18:

2

1. Résoudre dans R I'équation : sin (3x +£) =-
6 2

Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonomeétrique.
2. Résoudre dans R I'équation :

V4 V4
- 3 +—)=gj -
cos (3x 3) sin (x 6)

Déterminer les solutions dans l'intervalle] — =, m]

Propriété :Pour tout réel q, il existe un et un seul réel
. T T ., .
a dans | mtervalle]—E,Eqw vérifie tana = a ,

et 'équation tanx = a aura comme ensemble de
solutions Sg = {a + km ; k € Z}.

En général 'équation : tan(A(x)) = tan (B(x))

est définie pour les réel x tels que :

A(x) #% + km et B(x) #% + km et a pour solution

'ensemble des réels x solution de I'équation :
A(x) = B(x) + kn

I~




Exercices19 :

1) Résoudre dans R, I'équation tan (2x +%) = -1

2) Résoudre dans R, I'équation cosx - \/gsinx =0
Exercices20 :1) Résoudre dans R I'équations

. T
suivantes : COS2X = COS(X —Ej

2) Résoudre dans [0; 7| I'équations suivantes :

ofacg)onls

3) Résoudre dans }—% ; %[ I'équations suivantes :

tan [Zx—zj =1
5

Solution : 1) ona 0032x=cos(x—%) SSi
2x:x—£+2k7r ou 2x:—(x—£J+2k7z
3 3
Ssi 2x—x=—%+2k7r ou 2x+x=%+2k7z Ssi
x=—2 4 2kx ou x_z+2k—” et K eZ
3 9 3

S —{——+2k7r Z KTy e Z}
3 9 3

2 sin(Zx—zj sm(——x] '
)ona 3 1 SSi

2X—£:£—X+2k7r ou 2x—£:7r—1+x+2k7r
3 4 3 4

SSi 3X=£+£+2k7r ou x:n—z+£+2k7r
4 3 4 3

Doncx_7—ﬂ+2k—7r ou x:lg—”+2k
36 3 12
. Encadrementde7—ﬂ+2k”:
36 3
0< 7—ﬂ+&<7r et K eZ
36 3

2k

Donc 0£l+—£1 Donc —lgkﬁg Donc
36 3 24 36

—029<k<12et K eZ

Donc k=0 ou k=1

1

5%

Pour k =0 on trouve
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Iz 2z _3lz

Pour k=1 ontrouve X, =——+—
36 3 36

. Encadrementdex:lls—2”+2k7r
0<]f—27r+2k7z<7r et K eZ

Donc 0£g+2k <1 Donc —Eﬁks—i Donc

—0,54<k<0,04 et K €Z
Donc k n'existe pas

e Donc S[Ol”]:{7ﬂ_3lﬂ}

36’ 36
T
3)ona tan (ZX_EJ =1 est définie ssi

2x—£¢£+k;z SSi 2x¢£+£+k7r
5 2 2 5

Ssi 2x¢7—”+k7r Sssi x¢7—ﬂ+k—ﬂ Donc
10 20 2

D=R- 7—ﬂk—”kZ
20 2

T
or on sait que : tan (Zj =1 Donc

tan (ZX - Zj =tan (zJ
5 4

Donc 2x—£:£+k7z Sssi 2x:1+£+k7r Ssi
5 4 5

Or Or krx
2x=—+k7z SSi X = —+4—
20 40 2
Encadrement de 9—7z+k—7[
40 2
_r_97 k_”_ﬁ et KeZ  donc
2 40 2 2
—l<i+5£— donc ——SESE
2 40 2 2 2 40
donc ——SESEd c —gsk_— Donc
40 2 40 2

~1,45<k<055¢et K eZ
Donc k=0 ou k=-1
O

520

Pour k =0 on trouve

100




Or =«

40 2

1z

Pour k=-1 ontrouve X, = 20

Donc S = _g;g_;;
40 40

2) L’équation : (E): acosx + bsinx + ¢ =0
Si abc = 0 I'équation (E) se raméne a une équation
usuelle.

Soient a et b deux réels non nuls on a :

acosx+hsinx = \/a2+b2(

a b .
———=C0S X+ ——=—==SInX
Jaz+h? Jaz+b? j

2 2
Or: (Lj +(L] =1
Jaz+b? vaz+b?

donc :ll existe un réel ¢ tel que :

a b
cosQ :W et sing :W
Par suite :
a.cos x +bsin x = /a2 + b2 (cos ¢ cos x +sin gsin x)
et d’aprés la formule d’addition
acos x+bsinx = MCOS(X—(/))

Soit a, b et ¢ trois réels non nuls :
acosx + bsinx + ¢ = 0 © acosx + bsinx = —c

a2+b2cos(x—¢)= -

N a ) b
ou cosg :W et sing :W
—C
a2+b?
ca revient a I'étude d’une équation usuelle.
Propriété : Soient a et b deux réels tels que :
(a, b) # (0,0) on a pour tout réel x :

acos x +bsin x =+/a2+b2 cos(x—go)ou le réel ¢ est

& cos(x — @) =

\/m et sing \/m
L’équation acosx + bsinx + ¢ = 0 se raméne a :
___°

az+b?
Exemplel : cosx-sinx a=1 eth=-1

calculons : ya? +b? = 12 +(-1)° =2
cosX—sinx = \/—[\/_COSX—\/_SIHX]—\/E(COSZCOSX—S"’IZSian

déterminer par : cosg =

cos(x — @) =
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€oS X —Ssin x:ﬁcos(%m}

Exemple2 : Résoudre dans [0;27] I'équation :

\/§cosx+sinx:«/§

Solution : Transformation de : J§cosx+sinx
b=1eta=+3

Donc : a’+b? :\/\/§2+12 =J4=2
NA)

«/§cosx+sinx:2 —cosx+lsinx =2 coszcosx+sin£sinx
2 2 6 6
\/§cosx+sinx=2005(x—%)
2cos(x——) 3o J3cosx+sinx=+3
cos| x-Z =£=cos e 2c0s| x-Z =B
6 2 6 6

ox-Z=" 1 kz 0U x-Z -7 kg

6 6 6 6
@x:%+2k;r OU x=2kzr keZ
Donc : :{o;f;zﬂ}

3

Exercices2l : Résoudre dans R I'équation :
\/§cos(3x) +sin(3x)+2=0
IV) LES INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
1) Rappelles

s . . 1
Exemple :Considérons l'inéquation cosx ZE

Tout d’abord il faut résoudre I'équation cosx ==
les images des solutions de cette équation sont :

M(%) et M'(—%) et on constate que les réels qui

i ., . 1
vérifient 'inéquation cosx ZE

sont les abscisse curvilignes des points qui se situent

sur'arc MIM (en rouge sur la figure)

[{e]




]

. T T
et par suite on peut conclure que S = [_E 3
les solutions dans [0,27] sont :
T 5r

S ,2TC = O, - U - 27T

o.2n] = [ 3 Jul 3 ]
Exercices22 : Résoudre dans [0,3n] 'inéquation :
2cosx + \/§ <0

Exemple : Résoudre dans [0,2z] l'inequation
: . 1
suivante : sin x> =
2

. . T

sinle ssi SINX >sIin—

2 6

donc S ={£,5—”}
6 6

Exemplel : Résoudre dans [0; 27] linéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx—1>0 ssi tanx>1
Vs
On sait que : tanZ:l Les arc MJ et MJ"en rouge

correspond a tous les points M (x) tg X vérifie

tanx—1>0 Donc

Exemple2: Résoudre dans [-7 ; z] Inéquation
suivante : 3tan X—\/§ >0
On a 3tan X—\/§20

NG

ssi tanx>—
3

Prof/ATMANI NAJIB

V3

. /2
On sait que : tan—=—
6 2

Les arc MJ et M3J'en rouge correspond a tous

les points M (X) tq X vérifie 3tan x—+/3>0 Donc

Exercices23 : 1)Résoudre dans [-7;7| I'équation :

\/§cosx—sinx:1

2)Résoudre dans [-7; 7| l'inéquation :

J3cosx—sinx>1

Solution : Transformation de : \/§cosx+sinx
b=-leta=+3

Dong : ya?+h? =~/\/§2+(_1)2 =J4=2
«/§cosx—sinx:2 ﬁcosx—lsinx :2(coszcosx—sinzsinx
2 2 6 6
chosx—sinx:Zcos(H%)
«/§cosx—sinx=1©2cos[x+%j=1

Vs 7\ 1 Vs
& 2008| X+— |=1<cos x+—j:—:cos —
6 6) 2 3

ox+Z="12kz 0U x+Z =" 4 okz
6 3 6 3
ox="42kr OU x=—"12kr keZ
6 2
T
e Encadrement de—5+2k7r:
T
—7z£—5+2k72§7z et K eZ
1
Donc —1£—§+2k <1

Donc —ESKSE et K eZ
4 4

Donc k=0 on trouve

2

e Encadrement de%+ 2k
- < %+ 2kz<rx

Donc —1£%+2k <1
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Donc —ZSstE Donc —lsksi
6 6 12 12

T
Donc k=0 on trouve Xz=€

Donc S = _f;ﬁ
ndd 2°6

2) Résoudre dans [-7;7] 'inéquation :
J3cosx—sinx>12

\/§cosx—sinle<:> 2005(x+%]21<:> cos(x+%]2%

On pose: X :x+% donc cos X 2%

3 3 6 3

Exercices24 : 1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin®x—-9sinx—5=0 et en déduire les
solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin® x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; 7] linéquation suivante :
(2cosx—1)(tanx+1)>0

solution: 1) a)on pose t =sin X

2sin’ x—9sinx—5<0 ssi 2t* -9t -5<0

On cherche les racines du trinéme 2t* —9t—5:
Calcul du discriminant : A=(-9) 2—4x 2 x (-5) = 121

9-4121 1

Les racines sont: t = —-— et
2x2 2
t, _94vidl ‘121:5 Donc sinx:—E et sinx=>5
2% 2 2

Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n‘admet pas de solutions dans R

] 1 L ] T . T
sinX=—-=ssi sinx=sin| —= | ssi x=——+2kx ou
2 6 6

X:ﬂ—(—£j+2kﬂ'
6

ssi x=—%+2k7r ou x:%[+2k7z et K eZ
SJR={—%+2|(7Z;%+2|(7Z'”(EZ}

e Encadrement de—% +2kz: 0< —%+ 2k <27

et K eZ

Donc 0£—%+2k£2 Donc iSKSE Donc

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1

Pour k =1 on remplace on trouve

——£+27r—£
& 6 6

e Encadrement de%[ +2kzr : 0< %Z +2kzr <27

et K eZ

Donc 0£Z+2k£2 Donc —lsksi Donc
6 12 12

—0,5<k<041let K eZ

Donc k=0 on remplace on trouve X, = %[
11z 7r
oone Su.=| 45}

1) b) 2sin®*x—9sinx—5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5
Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20
o 1 . . ( 7[)
ssi sinx>—= ssi sinx>sin| ——
2 6
L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

tq X vérifie sin x > _%
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donc S = [0; 7—”} u[g; 24
6 6

2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie

dans [0; 7] ssi x¢%+k7z

Donc D=[O;ﬂ]—{%}
) 1 . T
2c0sX—1>0 ssi cosx=E SSi cosxzcosE

tanXx+1>0 ssi tanx>—1 ssi tan x > tan (37”)

T T 1r
T 0 E 7 n T
Jrosr-1 4 IiJ - = -
fing+l 4 - - -
(Feose=1)tanz+]1) + = + f‘l =
donc S = O;Z ) 1;3—7[
3 2 4
Exercice25 :
1. Résoudre dans [-, 7] 'inéquation :
1
sin (3x +£) <-—
4 2

2. Résoudre dans [-, 7] I'inéquation :
dcos?x — 2(1 + \/E)cosx + \/ES 0
1+tanx S

3. Résoudre dans [, 7] 'inéquation : — >0
sin2x

Exercice26 :

Résoudre dans [—% , 14?”] I'équation sin3x 2%

Exercice27 :: soit Xe R on pose :
A(X) = cos3x —3sin x+3\/§sin(x+%j
1) calculer cos3x en fonction de COS X

Et calculer sin (X+Zj en fonction de COS X et SIN X

Prof/ATMANI NAJIB

2) en déduire une écriture simple de A(X)
. 1

3)a)Résoudre dans | =[-7; 7| 'équations: A(x) =3

., . 1
3)b) Résoudre dans | l'inéquations: A(x) SE
Solution : 1)
€0S3X = €os(2X + X) = COS X C0S 2X —Sin 2Xsin X
=005 X[2c0s? X 1)+ 5in X x 2008 XSin X = 200s* X — 008 X — 2008 Xsin? X

= 2008’ X—008 X~ 200 X[ 108 X ) = 2¢08° X — €08 X— 208 X+ 2¢08’ X

= 400s° x—3cos x = cos x[ 4cos? x—3)

N7

. T . VA . T .
Sin| X+—|=SIn XCOS—+COSXSIn—=—(SII’1X+COSX)
4 4 4 2

2) A(x)=cos3x—3sin x+3\/§sin(x+%j
=4co0s’ x—3cos X —3sin x+3(sin x+cos x) = 4cos® x
3)a) A(x):l<:>4cos3x:1<:>0033x—E:O
2 2 8
[cosn oo e Gemmn ]
< | cosx——|| cos“x+—cosx+— =0
2 2 4

Car: a®—b? =(a—b)(a2+ab+b2)

, 1 1 x2+ixitog
coS X+Ecosx+—=0<:> 2 4
X =c0s X

Puisque : A<0 alors cette équation n'admet pas de
solutions dans R donc :

A(x)=1<:>cosx=1<:>cosx=cosZ
2 2 3
x=—2 4+ 2kz ou x:%+2k7r et K eZ
Donc: S, .= —z;Z
-] 3'3
3)b) A(x)slaa cosx—1 coszx+1cosx+1 <0
2 2 2 4
) p 1 1
Puisque : A<0 alors cos X+EC05X+Z>0

Donc : A(X)S%@COSXS%@COSXSCOS%
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Exercice28 : on pose :

.r .27 . 37 . 4r
A =sin —xsin — xSin — x Sin —
9 9 9 9

1) monter que : sinzxsinﬁzl(l—cosiﬂ)
9 9 212 9

2) monter que : 0035_”><5in2_”:1 sinﬁ—ﬁ
9 9 2 9 2

3) en déduire que : A:%

Solution :

On a: sinaxsinb= —%(cos(a+b)—cos(a—b))

. L 4r 1 5z 3
1): sin—xsin—=-=| c0S| — |-C0S| ——
9 9 2 9 9

..T . A4r 1( V4 572)
SIN —XSIN— =—| COS— —C0S—
3 9

. . 4r 1(1 S5r
Donc : siIn—xSIn— =—| ——C0S—
9 9 2\ 2 9

2) On a: cosaxsinb :—%(sin(a+b)—sin(a—b))

Sr . 2r 1. Tn . &
COS—xSIN—=—| SIn—-=SIn—
9 9 2 3

9
Donc :cos‘r)—ﬂxsinz—ﬂ:1 sin7—”—£
9 9 2 9 2

3
3) déduction : A=—2
) déduction 16

. T . 4r .27 . T
A=|sin—xsin— |xSin —xSIin —
9 9 9 3

A:1 E—COSS—E xsinz—”xﬁ

2\ 2 9 9 2
Azﬁ(lsinz—”—coss—”s' 2_7rj:£ 1sinz—”—1 sinz—ﬁ
42 9 9 9 412 9 2 9 2

C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un proverbe
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien
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Azﬁ(sin( _7_7z-j_ n7_ﬂ+£J
8 9 9
3
Azﬁ S|n7—”—5in7—ﬂ+£ — 3 Donc: A:_
8 9 9 16

Exercice 29: soit : ee}o;%{ tel que : 3sin@+5c0s0=5

1) monter que : 5sin#—3cosd =3
2) déduire la valeur de : cos@ et sing
Solution :1) 3sin@+5c0s0=5<>3sind=5-5c0s6

< 3sinf=5(1-cosf) < 3sin§ =5x 25in2§
. .0
Car: 1—cos€=23|n2E

Donc: 3sin@+5c0s8 =5 <> 3sin@ =10sin 2%

3sinf@+5cosf =5 65in§cosg =10sin 2%

Car:Sin@= Zsingcosg
2 2

35in9+5c059:5<:>6cos§=105in§ car sing;to

Donc: 35in0+5cos€=5c>tan§=g

2tan§ 1—tan2§

Or on sait que : gjn g = el cosd = 0
1+tan2— 1+tan2—
2 2

S(Ztanzj 3[1—tan22)
Donc: 3sin@+5co0sé = -

l+tan2€
2

1+tan2€
2

3sin@+5co0sf = 95— 9 =—=3
I+ — 1+ 34
25 25

3sin@+5co0s@ =5
5sin@-3cosf =3

trouve: COS @ = 8 et sing = .
17 10

2)on a le systeme: { on le résolvant on






