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Anallytique du produit scalaire et ses applications | Prof: M= BEN OUAKASS

Dans ce qui suit, on considére que le plan rapporté a

un repére orthonormé (0,1,])

I. Expression analytique du produit scalaire et ses
conséquences

Propriété

Si U et ¥ sont deux vecteurs du plan tels que
U=xi+yjetv=xT+yJoux,y,x ety sontdes
nombres réels alors : U.V = xx’ + yy'

% Réponse
P On montre que le triangle ABC est rectangle en A.

OnaAB(4;2) et AC(=2;4)

Alors AB.AC =4 X (=2)+2x4=0

Donc 4B 1 AC

D’ol ABC est un triangle rectangle en A

» On montre que le triangle ABC est isocele en A.

On aﬁ(ll; 2)
Donc AB = ||AB|| = V16 + 4 = v20
Et AC = ||AC|| = V4 + 16 =20

Alors AB=AC d’ou ABC est triangle rectangle et isocele

+ Exemple
Soit les vecteurs 1U(2; —3) v(—1;4) et w(3; 2)
Ona:
Uv=02xD)+((-3)x4)=-14
Uw=02x3)+((-3)x2)=6-6=0
Bw=((-1)x3)+(4x2)=-3+8=5
Propriété

La norme du vecteur U(x; y) est: |[u]] = /x% + y2

+ Exemple

Soit les vecteurs 1(3; —4) v (1 ‘/—) et w(1;3)
Ona:

il =32+ (—4)2 =vV9+ 16 =25 =5
=)+ (9) = 3=

3
4 4

W]l =vV1+32=+v1+9=+10

Propriété
La distance entre deux points A(x,4; v4) et B(xg; yg)

est: AB = \/(xB —x2)% + (Vg — ya)?

+ Exemple
Soit les deux points A(—1; 1) et B(4;3)
AB =\(4—(-1))2+(3—-1)2=v52+22=429

enA.

Propriété :

Soient U (x; y) et U(x"; y") deux vecteurs non nul.
== ! !

cos(i %) = gy = ey iyt

T

# Application

Soit les points A(1; 1) B(—1;2) et c(4;5)

1) Calculer AB.AC et det(ﬁ; AC )

2) Calculer cos(ﬁ; R) et sin(ﬁ; R)

®» Réponse

1) OnaAB(—2;1)et AC(3;4)
AlorsAB.AC =3 X (=2) +4Xx 1= —2
det(AB;AC) = |7 ,|=-8-3=-

2) Ona AB=,/(-2)2+1=+5etAC =
V3Z+42=+25=5
Alors :

ABAC _ -2 _ -245

AB.AC ~ 5vV5 25
- det(AB;AC -11  -115

sin(AB; AC) = LA _ 11 _
AB.AC 55 25

Il. Droite définie par un point et un vecteur normal

cos(ﬁ; R) =

Propriété

Si U et ¥ sont deux vecteurs du plan tels que
U=xt+yjetv=xT+yJoux,y,x ety sontdes
nombres réels alors : (U et ¥ sont orthogonaux)
sxx'+yy'=0

Définition
Soit (D) une droite du plan, U un vecteur directeur

de (D) et 1 un vecteur.
On dit que n _est un vecteur normal a la droite (D) si

H#0 et 0Llud (A.U=0)

4 Application
Soit les points A(—3; —1) B(1;1) et C(—5; 3) montre
que ABC est un triangle rectangle et isocéle dans A.

™
(D)

]




+ Exemple
Soient les droites suivantes :
(D):2x+3y—4=0et(A):y =%x+§
» Ona u(—3;2) est le vecteur directeur a (D)
Et 1(2; 3) est le vecteur normal a (D)
Carmui=(2x(-3))+(3x2)=0
> Ona u' (1; %) est le vecteur directeur a (A)
Et 71'(1; —2) est le vecteur normal a (A)
Car "' = (1x 1) + (3% (-2)) = 0
< Remarque
¥v"  Sin est un vecteur normal a (D) alors
(Vk € IR*) kn est aussi un vecteur normal a
(D).
v Si(D):ax + by + ¢ = 0 alors U(—b; a) est un
vecteur directeur de (D).
v' Si(D):y = mx + b alorsu(1;m) est un
vecteur directeur de (D).

Définition

Soit A un point et H est le projeté orthogonal du
point A sur (D).

La distance AH est appelée distance du point A a la
droite (D), notée d(A,(D)).

(D) b

Propriété :
Soit (D) une droite d’équation ax + by + c = 0 et
A(x4; ¥4) un point du plan.

lax 4 +by a+c|
Onad(4,(D)) = —axjcwj;“z J

Propriété

L’équation de la droite passe par point A(x4; y,) et
qui admet 7i(a; B) pour vecteur normal est :
a(x—x4)+ByY—ya)=0

+ Exemple
Soient les deux points A(1; 2) et B(4;3)
On détermine I’équation cartésienne de (D) passe
par A et perpendiculaire sur la droite (AB).
Ona (AB) 1 (D) danc E(& 1) vecteur normal a
la droite (D).
Alors(D):3(x—-1)+1(y—2)=0
D'ou (D):3x+y—-5=0

# Application
Soient A(1;2); B(—2;3) et C(0;4)
Déterminer I’équation cartésienne de la droite (D)
médiatrice de segment [AB]

®» Réponse
Ona (4B) L (D) alors AB(—3; 1) est vecteur
normal sur (D)
Alors(D):—3x+y+c=0
Etonal (_71, ;) milieux de segment [AB]
appartient a la droite (D).
Donc (—3 X (_71)) +§+ c=0alorsc =—4

D'ou(D):—3x+y—4=0

+ Exemple
Soit A(6;1) et (D):3x—4y+1=0

[3x6—4x1+1| 15
Onad(A,(D))=W=?=3

1. Etude analytique du cercle

Propriété :

L’équation cartésienne du cercle (C) de centre
0(a; b) etderayonr (ol r>0)est :
(x—a)’+ (y—b)*>=r?

+ Exemple

x2 + y? = 1 est I'équation cartésienne du cercle (C)
de centre O et de rayon r=1.

x% + y? = 9 est I'équation cartésienne du cercle (C’)
de centre O et de rayon r=3.

(x +2)% + (y — 3)? = 5 est I'équation cartésienne
du cercle (C”) de centre de point A(—2;3) et de
rayonr = /5.

Propriété :

Soient A(x,4;y4) et B(xg; yg) deux points dans le

plan.

L’ensemble des points M qui vérifier MA.MB = 0 est

un cercle de rayon [AB] son équation est :
(x—x)(x—x5)+ YY)y —yp) =0

< Remarque
v Le point M est a l'intérieur du cercle (C) si est
seulement si (x — a)? + (y — b)? < r?
v Le point M est a I'extérieur du cercle (C) si est
seulement si (x — a)? + (y — b)? > r?




Propriété :
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé

= s x=a+71cosb
(0;T;]), le systéme {y — b+71sing (@ € IR)

Est une représentation paramétrique du cercle de
centref2(a, b) et de rayon r

+ Exemple
x:2cosGBEIR . ccentati
y = 2 sin@ ( ) est une representation

paramétrique du cercle de centre O et de rayon r=2.
x=1+ 3 cosO

{y = —4 + 3 sin@

paramétrique du cercle de centre A(1; —4) et de

(0 € IR) est une représentation

rayon r=3.

Propriété :
L’ensemble des points M (x; y) du plan vérifiant :
x2+y%2+ax+by+c=00Ua,b,etcsontdes

nombres réels, est :
va2+b2—4c
2

—-a
)

Le cercle de centre 2 ( >
Sia?+b%—4c>0.

-b
7) et de rayon

+ Exemple
Soit (C) 'ensemble des points M (x; y) qui vérifier :
x?+y?—2x+4y—4=0
M(x;y) € (O) & (x* —2x) + (y* + 4y) = 4
©@2-2x+1)+ G +4y+4)
=4+1+4=9
S x—-1)2+(y+2)?2=32

D’ol (C) est un cercle de centre 2(1, —2) et rayon 3.

d(e,D)=r

d(2,(D)) >+

+ Exemple

Soit (C) un cercle d’équation :

(x —1)? + (y — 4)? = 16 (D) et (D’) deux droites tel
que(D):—x+2y+1=0et(D'):ix+y+2=0
On a (C) un cercle de centre 2(1; 4)et de rayonr = 4

. —1+(2x4)+1 8 _ 85
» Puisque d(&2; (D)) = l(_l—\/%zzl =FE=5
Doncd(2; (D)) <r

Alors le cercle (C) et la droite (D) se coupent en deux

points distincts

» Puisque d(12; (D)) = li+a+2] _ 8 _ 7V2

V1Z+12 V2 2
Doncd(%2; (D)) >r
Alors la droite (D) ne coupe pas le cercle (C).

Propriété :

Soit une droite (D) et un cercle (C) de centre (2 et de

rayonr.

e Sid(R2; (D)) < ralors ladroite (D) et le cercle
(C) se coupent en deux points distincts.

e Sid(2; (D)) = ralors la droite (D) et le cercle
(C) se coupent en un seul point.

e Sid(®2; (D)) > ralors la droite (D) ne coupe le
cercle (C).

Propriété :

Soit un cercle (C) d’équation cartésienne
x2+y2+ax+by+c=0

L’équation xx4 + yy, + %a(x +x4) + %b(y +y,) +
¢ = 0 est une équation cartésienne de la tangente a
(C) au point A(x4; Va)-

d(e,(p) <r

+ Exemple

Soit (C) un cercle d’équation :

(x+1)%2 + (y+2)? = 4 et A(1; —2) appartient a (C)

Bk L’équation du cercle (C) est :
x24+y2+2x+4y+1=0

Donc I’équation de la tangent a (C) au point A(1; —2)

(en utilisant la propriété) est :

xD+xE2D)+E+D)+2(0—-2)+1=0

Alors2x —2 =20

Doncx = 1.




