Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 5

Applications du
produit scalaire

1/ Equations de droites
a) Définition
Définition

Un vecteur non nul 7 est dit normal & une droite d si la direction de 7" est orthogonale
a celle de d.

b) Propriétés

— Propriété

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O; 7, 7)

1/ Une droite de vecteur normal 7’ (Z) a une équation de la forme ax + by +c =0
avec ¢ € R.

2/ Etant donnés trois réels a, b et ¢ ol a et b ne sont pas nuls simultanément, 'en-
semble des points dont les coordonnées vérifient ax + by + ¢ = 0 est une droite de

vecteur normal 77’ <Z)

— Démonstration
1/ Soit d une droite de vecteur normal 7’ Z et soit A(zo;yo) € d.
Soit M (x;y), on a AM oo
Y —Yo
—
M(z;y) edeo AM. W =0< (x—x9)a+ (y —yo)b =0 < ax + by + ¢ = 0 avec

c = —axg — byp.
2/ Soit d 'ensemble des points M (x; y) tels que ax+by+c = 0 et soit A(x4,y4) € d.
M(z;y) edsar+by+c=0=azxq+bys+c
— T F -_—
Salx—24)+bly—ya) =0 TW.AM =0 AM 17 \

& M appartient & la droite passant par A et de vecteur normal 7.

Ezemple : Dans un repére orthonormal, on considére les points A(3; —1) et B(2;4). Déterminer une équa-
tion de la médiatrice m de [AB].

La médiatrice de [AB] est la droite perpendiculaire & (AB) passant par le milieu I de [AB].
On a AB (_51) donc une équation de m est de la forme —z 4 5y 4+ ¢ = 0.
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Deplus,[(§;§) € m donc f§+5>< ngc:Odonc c= —b.
Une équation dé'm est donc —x—?(—5y—5=0.

II ) Norme d’un vecteur.

, —_— —> ;. —> , , . —
Le réel w.u, noté u? est appelé carré scalaire de u

H —_— —
Si W =O0A, alors W.7w = OA x OA = OA? est un nombre positif.
Définition 3.2. La norme d'un vecteur u est le réel positif v w2 notée || ||

Propriétés (De la norme).

. — — ,
Sotent u et v deux vecteurs, o un réel.

i) || 7| =0 sietseulement si u = 0.
it) [law]| = |af x |||

iid) |[7 + V|| < ([ + |-

I11) Distance d’un point "a une droite.

Soit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son projeté orthogonal
sur (D).

Si M est un point quelconque de (D), AM? = AH?>+ HM?; donc AM? > AH?
c’est-a-dire AM > AH.

Ainsi la distance AH est le minimum des distances de A aux points de (D).

D’ou la définition suivante.

Définition Koit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son projet A
orthogonal sur (D).

Le nombre réel AH est appelé la distance du point A a la droite (D); on le
notera d(A, (D)).
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Théoreme . Le plan est muni d’un repere orthonormé d’origine O. Soient (D) une
droite d’équation ax + by 4+ ¢ =0 et A un point de coordonnées (x4, ya).

lax s + bya + ¢
Alors | d(A, (D)) = .
ors a4, (D) = 1 L2

|— Démonstration.

Le vecteur 7 (a, b) est normal & (D)

Puisque H appartient a (D), on a : axy + byy + ¢ = 0.

AH.7 = (A0 + OH). W = AO.®W + OH®
= —ary —bys + axy + byy = —axs — bys — c.
—)é
|AH. 7| = | —axa —bya — ¢|.
— —
| AH || || 7 || |cos(AH, )| = |aza + bya + c.
— N
| AH || . || @ ||= |axa + bya + |.

AH — lax s + bya + ¢
= —
| 7| )
AH = d(A. (D)) = lax s + bya + |

Remarque. Lorsque le vecteur 7 (a,b) est unitaire, alors
AH =d(A, (D)) = |axa + bya + | |.

Remarque.
Soit (D) une droite du plan de vecteur normal unitaire 7, et A un point du

plan.

Le réel
po(A) = AM. 7
est indépendant du choixr de M sur la droite (D).
En effet si H est la projeté orthogonal de A sur (D), on a :
—_— _, —_— = — _
AM. 7w = (AH +HM). w =AH.n.
On en déduit en outre, que \mﬁl = AH est la distance de A a (D).
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v/ Equations de cercles

a) Forme générale

Propriété

Soit (O; 7°,7") un repére orthonormal.
Une équation du cercle € de centre A(x4;ya) et de rayon R est

(z—2a)*+ (y —ya)® = R?

Démonstration
M(z;y) €6 AM =R AM? = R? & (¢ —x24)%+ (y —ya)? = R%
Ezemple : Soit (0; 7, 7) un repére orthonormal.

Quelle est la nature de lensemble & des points M (z;y) tels que z° +y*> — 6z +2y+5=07?

Mziy)e & e’ +y° —62+2y+5=02> -6z +1y°+2y+5=0
S @-3°-9+Wy+1)’-1+45=0 (@-3>+Wy+1)>=5

& est donc le cercle de centre C(3; —1) et de rayon /5.

b ) Representation parametrique d'un cercle

Soit I(a;b) un point du plan, (a,b€R), et r un réel strictement positif : on note C(I;r) le cercle de

centre I et derayon r. Soit M(x; y) un point du plan.

Définition : Le systéme

r = a-+rcost
y = b+rsint

est une représentation paramétrique du cercle C.
t est le paramétre.

b) Cercle de diameétre donné

Propriété

On considére deux points A et B du plan. Le cercle € de diametre [AB] est I’ensemble
_—
des points M du plan tels que MA.MB = 0.

Démonstration

M=A
_—
Me¥<|ou M=B s MAMB =0.

ou AMB est un triangle rectangle en M

Ezemple : Soit (0;7,7) un repére orthonormal.
Déterminer une équation du cercle € de diamétre [AB] avec A(2;2) et B(6;—2).
. . 7 [(2—= —0( 6—=x
Soit M(x;y). Ona MA (2 _ y) et MB (_2 B y).
—_——
M(z;y) €€ o MAMB =06 (2—2)(6—2)+ (2—y)(-2—1y) =0
S12-8x+22—4—-2y+2y+9y*=0
Une équation de € est donc z? + 3> — 8z + 8 = 0.
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V) Position relative d'une droite et d'un cercle

Proposition s

Soit une droite A et un cercle C(Q2, R).

o Sid(Q2,R) > R, A et C ne se rencontrent pas.
o Sid(Q,R) < R, A et C ont exactement deux points communs.
o Sid(Q2,R) = R, A et C ont un seule point commun.

Démonstration. Soit H le projeté orthogonal de M sur A: d(2,A) = QH. Un point M € A
est sur € si, et seulement si QM? = R?. Par le théoréme de pythagore, on a:

QOM? = QH?* + HM? = d(Q, A)? + HM?,
et M appartient a C si, et seulement si
HM? = R? — d(Q,A)%
Il existe zéro, deux ou une solution a cette équation selon que le second membre est strictement
négatif, strictement positif ou nul. [ ]

Vocabulaire: Dans le dernier cas, A est dite tangente au cercle en H; elle est orthogonale
au rayon du cercle.
Regardons analytiquement ’équation d’une tangente:

Proposition
L’équation de la tangente au point de coordonnées (zg, o) du cercle d’équation

2?2 +y? — 2z —2by+¢=0

est:

zxo + yyo — al(z + x0) — b(y + v0) + ¢ = 0.

" Démonstration. La tangente est la droite passant par (zg,yo) et de vecteur normal QM. Le
centre € a pour coordonnées (a, b), ainsi le vecteur My a pour composante (zg — a,yo — b).
Sont équation est donc

(z — z0)(zo — @) + (¥ — yo) (%o — b) =0,
c’est-a-dire:
TTy — aT — Ty + azo + yyo — by — yg + byo = 0,
donc:
zTo + yyo — a(z + ) — b(y + yo) — T3 — Y3 + 2azg + 2byy = 0,

et compte tenu du fait que 'on a z2 + y2 — 2azg — 2byy + ¢ = 0, on obtient la formule de
I’énoncé.
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VI/ Longueurs et angles dans un triangle

a) Théoréme de la médiane

On considére deux points A et B du plan et I le milieu
de [AB]. Pour tout point M du plan, on a :

1
MA? + MB? =2M1I? + 5AB2

A I B

Démonstration
—_— =
MA2+M32 MAQJFMB2 (M1 +IA)2+(MI +1B)?

—_— — -

— MI? +2MI 1A +IA2 + MI2+92MI.IB + IB?
=oM%+ 2MI.(IA + IB) + A + IB2

1
Or I est le milieu de [AB] donc I[A = IB = L AB done 142 = 182 = L a2
I 2 4
Deplus IA+IB = 0.
1 1
Ainsi MA? + MB? = 2M1? 4 2 x ZAB2 =2M1I? + §ABQ.

Exemple : ABC est un triangle tel que AB = 6, AC = 8 et BC' = 12. Calculer AI ou I est le milieu de
[BC].
D’aprés le théoréme de la médiane : AB? + AC? = 241 4+ = BC’2

On a donc 2417 = 62 + 8% — % x 122 = 28.
Ainsi AT = +/14.

b) Formules d’Al Kashi

— Propriété

On considére un triangle ABC'. On pose a = BC, b =
AC, c=AB, A = BAC B =ABC et C = ACB. On

a: R
a? = b% + ¢ — 2bccos(A)
b2 = a® + ¢ — 2accos(B)
c? = a® +b? — 2abcos(C)

B
— Demonstmtzon

—

BC? = BC? = (BA+ AC)* = BA®+2BA.AC + AC? = BA2+AC2 9AB A

-~

(A

Ainsi BC? = AB?+AC? -2 x AB x AC x COS(BAC) soit a? = b2 +c? — 2bccos

I;

Ezxemple : ABC' est un triangle tel que AC =9, AB =15 et A= g Calculer BC.
D’apres la formule d’Al Kashi :
BCQ:ABZ+A0272xABxACxcos(A):52+9272><5><9><cos(g) — 61
Ainsi BC = /61
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c) Aire d’un triangle

On considére un triangle ABC et on appelle S son aire. Avec les notations ci-dessus, on
a:

~

S = %bcsin(ﬁ) = %acsin(B) = %absin(é)

— Démonstration
Soit H le projeté orthogonal de C sur AB. On a

alors S = %AB x CH.
Si I'angle AAest aigu alors CH = AC sin(A).
Si langle A est obtus alors CH = ACsin(mw —

PN -~

A) = AC'sin(A)
Dans tous les cas S = %AB x AC x sin(A). \ B

d) Formule des sinus

On considére un triangle ABC'. Avec les notations ci-dessus, on a :
a b c

—~

sin(4)  sin(B)  sin(C)

— Démonstration

1 ~ 1 1 ~
OnaS = §bcsin(A) = §acsin(B) = §absin(C)

25 sin(A) sin(B) sin(C)

~

donc he = . = 2 =

. . oa b c

ainsi — = — = —. \
sin(A) sin(B) sin(C)

Exemple : ABC' est un triangle tel que BC =5, B =50° et C = 75°. Calculer AB et AC' et donner les
valeurs arrondies au dixieme.
A =180° — (B+ C) = 55°

AB  AC  BC - AB AC 5
sin(a) sin(ﬁ) sin(;l\) sin(75°)  sin(50°)  sin(55°)
_ 5sin(75°) _ 5sin(50°)
On a donc AB = Sn(55°) 59et AC = Sn(55°) 4,7.
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