Le contenu
L. Unités de mesure des angles : Radian et grade

Soit (C )un cercle de centre O et de rayon R et soient | et M
h 1

deux points du cercle (C ) et (¢ est la mesure de I'angle IOM
IOM =@° et 0<a <360°.
® Déterminons | la longueur de I'arc IM

On sait que le périmetre du cercle (C ) est 277R .
27R <> 360°

Donc :
| & a°
2arR _ anR
360 180

Dans tous ce qui suit on s’intéresse a la mesure de 'angle IOM , c’est pour cette raison

Par conséquent: | =

qu'on pose R =1.
#Z# Définition :

Soit (C )un cercle de centre O et de rayon R =1et soient | et M deux points de
().

La mesure de 'angle géométrique IOM en radians est la longueur de I'arc IM .

O Remarque :

1rad est la mesure d’un angle qui intercepte un arc sur le cercle C (O,1) de longueur

1.

Proportionnalité des unités de mesure des angles :
Il existe trois unités de mesure des angles : Degré, Radian et grade.
La mesure d’un angle plat en degrés est 180° et en radians est 77 et en grades est
200gr. Cest-a-dire : 180° = rrad = 200gr.
#7 Définition :

Si X, Y €t Zsont les mesures respectives d’'un angle géométrique en degrés, radians et en

Yy yA

grades, alors: —— =—

180 7 200

Q Exemple :

, . . 7 o
Déterminons en radians la mesure d’un angle sa mesure en degrés est : 45°.

T <>180°
Ona: .
a & 45°

A5r 7«

Donc: a=——=—T.

180 4

& Application ©:

Compléter le tableau suivant:

Mesure en degrés 0 30 45 60 90 120

Mesure en radians

0[N

Remarques
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II.  Cercle trigonométrique- Abscisses curvilignes d’un point :

1. Cerde frgonométnque
7 Définition :

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,0| ,0J ), le cercle trigonométrique

(C ) est un cercle de centre O et de rayon 1 et orienté dans le sens direct ou positif (le

sens contraire des aiguilles d'une montre).

Le point | est appelé Porigine du cercle (C )

A1)
N

2. Absasses wirphgnes dun pont dup cerde tngonométnque

#7 Définition :

Soit (C ) un cercle trigonométrique.
Tout réel ¢ est représenté sur (C )par un unique point M .

Le nombre & est appelé une abscisse curviligne du point M et on écrit M ().

O Remarques :

® Si & est une abscisse curviligne d'un point M , alors tout nombre écrite sous la
forme o + 2Kt tel que K €7 est aussi une abscisse curviligne de M .
® Parmi toutes les abscisses curvilignes d'un point M une seule appartient a

l'intervalle ]—72' T ]: c'est 1'abscisse curviligne principale.

Q Exemple :
37

Déterminons l'abscisse principale du point M (——).

> Méthode O:
37r 367+
na: == ==
3 3

12742
3

T
Donc I'abscisse principale du point M est —.

» Meéthode @:
Soit ¢, labscisse principale du point M .

Ona: 37—7[=ao+2k7rtelque keZ.
3

Donc : aO:WTﬂ-—Zkﬁ.

T
Or —7 <, <7, alors —7Z-<T—2k7Z'S7Z.
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Par suite : 3—64Sk -<% c-a-d 5,66 <k <6,66.

Puisque K € Z, alors: K =6.
3l

T
D’ou 'abscisse principale du point M est ¢, = T —2x6r=—

& Application®: Exercice @ de la série.
& Exercice: Exercice @ de la série.
O Conséquence :

Si X et Y sont deux abscisses curvilignes d’un point M, alors il existe un entier k tel

que : X —Y =2k .

On écrit dans ce cas: X =Y [271'] et on dit que X est congru a Y modulo 277 .

& Application®:

Vérifier si la relation X =Y [27[] est vraie dans les cas suivants :

x—43—7Z et ——5—7[
12 =712
—13x Or

o X=—— 6et y=—
8 4

III.  Angle orienté de deux demi droites ayant méme origine- Angle
orienté de deux vecteurs :

On consideére ( P) le plan orienté dans le sens direct rapporté au repere orthonormé
(O,ﬁ,(ﬁ) et soient A et B deux points de (P)

L'angle formé par les demi droites [OA)et [OB )est appelé angle orienté de [OA )et
[OB ) et on le note par (OA,OB).

_—

Cet angle est appelé aussi angle orienté de deux vecteurs OA et OB et le note par

(OA,0B).

O Remarques :

® Si & est une mesure de 'angle orienté (OA,OB), alors tout nombre écrite sous la

forme o + 2K tel que K €7 est aussi une mesure de cet angle. On écrit

(@,@)EO{[Z%].

® Parmi toutes les mesures de 'angle orienté (OA, OB) une seule appartient a

intervalle ]—72' 7T ]: c'est la mesure principale.




77 Propriété : ( Relation de Chasles)

Soient U,V €t W trois vecteurs non nuls du plan orienté. On a :

() ()= ()]

& Application®:

Déterminer une mesure de 'angle (V, W) sachant que :

QO Conséquence :

Soient A(@) et B(/) deux points sur un cercle trigonométrique de centre O et

d’origine | . Ona: (@,@)Eﬁ—a[ZE].

& Application®
Soit (C) d'un cercle trigonométrique (C ) de centre O et soient M et N deux
37z 657
et .
6

points de (C) d’abscisses curvilignes respectives —
1) Trouver les abscisses curvilignes principales de M et N .

———— 72'
2) Monter que : (OM ,ON ) = 5[272' ]puis déduire la nature du triangle OMN .

7 Propriété : ( Relation de Chasles)

Soient U,V deux vecteurs non nuls. On a :
. ﬂ) ~(v.u)[27].

. v) E( )[27[]

o (-u \7) 7r+(u v)[27r]

o (0v)=7+(0v)[27]

& Application®: Exercice © de la série.

IV.  Rapports trigonométriques d 'un nombre réel :
& Activité ©:
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB =3 et BC =4.

Calculer SINB ,C0SB et tanB .
1. Sunus—Coswus—Tangente d 'un pombre réel :

Soient (C) d’un cercle trigonométrique de centre O et d’origine | et J le point de

_— — 72'
C) tl que:(OI;OJ)EE[Zﬂ]_
Soit M un point de (C) d’abscisse curviligne X et soit (A) la droite passante par
| et parallele (OJ).




tan(x)
’

(C) —%—0 ;S xP
rs

Cos(x)

-
— e —
I!

#Z# Définition:

e On appelle I'abscisse du point M dans le repére orthonormé (O,a,ﬁ)par

cosinus du nombre réel X et on le note par : COS(X ).

e On appelle 'ordonnée du point M dans le repére orthonormé (0,0| ,0OJ )par
sinus du nombre réel X et on le note par : SIN(X).

e On suppose que M différente a J et J " :

Labscisse du point T d’intersection de (A) et (OM ) dans le repére (|, P) est appelé

tangente du nombre réel X et on le note par : tan(x).

O Exemples :
T . v T
Déterminons cosinus et sinus des points suivants : | (O), J (E), I (7Z' ) et J (— E) .

Dans le repére (O,ﬁ,@) ona:
e Les coordonnées du point | sont: (1;0), donc : c0S(0) =1 et Sin(0) =0.

e Les coordonnées du point J sont: (0;1), donc : COS(%) =0et sin(%) =1
e Les coordonnées du point (—1;0)sont: (—=1;0), donc : cos(z) =—1 et sin(x) =0.

T . T
e Les coordonnées du point J 'sont: (0;—1), donc : COS(—E) =0 et SII’](—E) =-1.

O Conséquences :

Pour tout réel X on a les conséquences suivantes :

o —1<cos(x)<let—-1<sin(x)<1.

o D’aprés le théoréme de Pythagore : COS2(X ) +Sin3(x) =1.

o Puisque X et X +2K 7/ K €7, deux abscisses curvilignes de méme points, alors:

cos(x + 2k ) =cos(x ), sin(x + 2k ) =sin(x )et tan(x + 2k 7) =tan(x).

T
o Pour tout réel X différent a E+ kzl/k €eZ,ona:

- SIn(X) et 1+tan2(X) :ﬁz().
X

& Application®: Exercice @ de la série.




&  Exercice @de la série.
2. Suyne de wswws - swws— fangenfe d’un nombre réel

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et d’origine | etsoit M un point
de(C) dabscisse curviligne X.
® Signe de COS(X )sur IR
€0S(X) >0 si M est un point de I'arc rouge .

Donc le signe de cos(x) sur ]—7[,7[] : do_
v - B g g " I C .\.\'u I
cos(x) _ O‘ + (‘) — _,-'!
l l i ’/./"

® Signe de sin(X)sur IR
Sin(x) >0 si M est un point de I'arc rouge .

Donc le signe de tan(x) sur ]—72',7[] : Pl I
f/ \-\
, .
€T - 0 ™ I (0] ",I
sin(x) - (|) +
| -

® Signe de tan(x )sur IR tel que X ¢%+k7z/k e

tan(X) >0 si M est un point de I'arc rouge . T Px
Donc le signe de tan(x) sur ]—7[ T ] "\.\
x -7 T 0 = ™ )
9 9 . I [ o I
| B
1
tan(x) + — Ol + - Ol \
— .

& Application®; Exercice @ de la série.

3. Relahons enfre les rapporfs frigonométnques

Pour tout réel X on a les relations suivantes:
& La relation entre les rapports trigonométriques de X et de —X
o €O0S(—X)=cosX




o sin(—x)=-sinx . r

o tan(—x)=—tan(x)tel que

X ¢£+k7r/k el

® La relation entre les rapports trigonométriques de X et de 7 + X
o €OS(7+X)=—COoSX
o sin(z+x)=-sinx
o tan(z+x)=tan(x) tel que:

X ¢%+k7r/k el

M'(x + )
® La relation entre les rapports trigonométriques de X et de 77 — X .'.33

o €os(z—X)=—cos(x)

o sin(z—x)=sin(x)

o tan(z—x)=—tan(x) tel que:

x¢%+hﬂkez

o sin(%—xj:cos(x)

S
o tan| ——x |= tel que:
2 tan(x )

X ¢%+k7z/k el et

x £kzlK €7, 4

& La relation entre les rapports trigonométriques de X et de %+X

o cos(%+x j =—sin(x)

— :




o sin(%+xj:cos(x)

T 1
o tan| —+X |=- tel que :
(2 j tan(x )

X ¢%+k7r/k el et

Xzkxzlk €Z

& Application®; Exercice @@ de la série

2. Rapports frgonométnques pour des angles usuels

On a le tableau suivant :

Vs T Vs T
X 0 6 2 3 2 ”
COS X 1 ﬁ Q 1 0 1
2 2 2
. 1 J2 | B
sin x 0 2 T3 T3 1 0
tan x 0 ? 1 \/§ 0

& Application®;
Calculer COS[S6 j Sln(657z) et tan(lgﬂ-

&  Exercice @@ de la série.
V.  Equations et inéquations trigonométrique fondamentales:
1. Equahons du type cosx) =a ¢ wéquatons cos(x) = agtcos(x) < a
77 Propriété

Soit @ un nombre réel.

e Si \a\ >1, alors 'équation COS(X) = @n’admet pas de solution sur R .

e Si \a\ <1, alors il existe un réel @ tel que COS(@) =@ et par suite les solutions de
Iéquation COS(X)=a sont: o+ 2kz/KeZ ou —a+2Kkrnlk eZ.

Q Exemple :
7 )z . l I 7 . l
Résoudrons dans [0, 2r ]lequatlon cos(Xx) = E et I'inéquation COS(X) < E

&  Application®Q:

Résoudre dans l'intervalle | les équations et les inéquations suivantes :

2

® Cos(X) = cos(X) <g avec | =[-7,7].

® 2c0S(X)+~/3=0 et 2c05(X) ++/3>0 avec | =[-,37].
2, E(]M}LQHS du B}p(_’, sin(x) = a of unequQns sin(x) = adsm(x) <a




Soit @ un nombre réel.
e Si \a\ >1, alors 'équation SIN(X) =& n’admet pas de solution sur IR .
o Si \a\ <1, alors il existe un réel & tel que SiN(cr) =@ et par suite les solutions de

léquation SiN(e) =a sont: @+ 2kz/keZ ou 1—a+2krnlkeZ.

O Exemple :
, L 1 L 1
Résoudrons dans [—72' 7T ]léquat1on sin(x) = E et I'inéquation SiN(X) < E

& Application®®:

Résoudre dans l'intervalle | les équations et les inéquations suivantes :

N

® sin(x):7 et sin(x)<g avec | =[0,27].

® 2sin(x) ++/3=0 et 25in(x) ++/3>0 avec | =[-27,7].

3, EQMQQHS du b/pt_’, tan(x) = a o méqm;'gns tan(x) > a & tan(x) < a
77 Propriété
On considére I'équation tan(x)=a ou aeR.

Soit S son ensemble de solutions.

Il existe un réel o tel que tan(a)=a etona S= {a +kzlke Z}.

Q Exemple :
Résoudrons dans [—7[ T ]l’équation tan(x) = \jg et I'inéquation tan(x) < \/§ .
& Application®®:;

Résoudre dans 'intervalle | les équations et les inéquations suivantes :

® tan(x) =1 et tan(x) <1 avec |1 =[0,27].

® tan(x+%) +/3=0 et tan(x+%) ++/320 avec | :[—27r,7z].
VI.  Angles inscrits et quadrilatéres inscriptibles :

1. Angles usads — Angles au enfre :
Soient (C)un cercle de centre O, et [AB]une corde de (C) et

M un point de (C). A
_ B
L’angle AMB est appelé angle inscrit interceptant la corde [AB]
O

sur le cercle (C).
L'angle AOB est appelé angle au centre interceptant la corde [AB] >
sur le cercle (C).
On a :AOB = 2AMB.
& Application®®;
Soit (C)un cercle de diamétre [AB].
Montrer que pour tout C du cercle (C) le triangle ABC est rectangle en C.

77 Propriété :

Deux angles inscrits dans un cercle interceptant la méme corde sont isométriques ou

D
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supplémentaires.

M
AMB = ANB AMB + ANB =m
Angles isométriques Angles supplémentaires

2. Les quadnlateres wsuphibles
#Z# Définitions :

Un quadrilatere inscriptible est un quadrilatére dont les sommets se trouvent tous sur
un seul et méme cercle. Les sommets sont dits cocycliques. Le cercle est

dit circonscrit au quadrilatere.

77 Propriété :

Soient A, B et C trois points non alignés du plan et soit (C)le cercle circonscrit au
triangle ABC et soit D un point du plan.

Le point D appartenant au cercle (C) si et seulement si BAD + BCD =1 ou

_—

BAD = BCD.

D
/\ A
c B

%
B C
BAD = BCD BAD+BCD =n

VII. Lois de sinus dans un triangle :

1. Surface d'un frangle
7 Théoréme :

Soit ABC un triangle de surface S.
Onpose a=BC,b=ACetc=AB.Ona:

SE %absin(C) = %acsin(B) = %bcsin(A)

O Démonstration :
Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).



https://fr.wikipedia.org/wiki/Quadrilat%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sommet_(g%C3%A9om%C3%A9trie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cocyclique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle_circonscrit

1 A
On sait que : S :EBCXAH .
or sin@) =22 iors AH = AC xsin(C) 5
r = , alors = :
AC -
Par conséquent : S = % BC x AC x sin(C) = %absin(C). Ou

1 .
De la méme procédure on montre que : S = Eacsm(B) et

S= %bcsin(A) :
& Application®0®:
Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB =3.

Calculer la surface de ce triangle.

2. Lo de swws dans un fnangle :
77 Théoréme :

Soit ABC un triangle et soit R le rayon de cercle circonscrit au triangle ABC .
On pose a=BC,b=ACetc=AB.

sin(A) _sin(B) _sin(C) 1
a b ¢ 2R

na

& Application®®; Exercice @3 de la série.
# Théoréme :

Soient ABC un triangle et | son périmeétre et I est le rayon de cercle inscrit au

triangle ABC.

1
Ona: S==pr.
na 2p

O Démonstration :

On considere la figure ci-contre :

Ona: S =S +S +S

ABC AOC

=lrxAC+lrxAB+lprC
2 2 2

AOB BOC *

:%r(AB + AC + BC)

5 Pr-
& Exercice @@ de la série.
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