Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Exercices corrigés

Exercice 1

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O; K 7) d’unité 1 ¢m sur Oz et 0,5 cm sur Oy.

Partie A : Etude d’une fonction polynéme de degré 2

On note Cy la courbe représentative de la fonction f définie sur [—3,4] par

32
=221
2(I,'

f(z)
1. (a) Déterminer f’, la fonction dérivée de f.
(b) Etablir le tableau de variation de f sur [—3;4].

2. Déterminer une équation de T', la tangente a la courbe C'y au point d’abscisse —1.

3. Tracer la tangente 1" puis la courbe Cy dans le repére (O; s 7)

Partie B : Etude d’une fonction polyndome de degré 3

On considére Cy, la courbe représentative de la fonction g définie sur [—3, 4] par
33 2
g(x) = —x +§x + 6z —1

1. (a) Déterminer la fonction dérivée ¢'.
(b) Etudier le signe de ¢’(z). En déduire le tableau de variation de g sur [—3,4].

(c) Combien I'équation g(x) = 0 admet-elle de solution(s) sur [—3,4] (Justifier).

On note « la plus grande de ces solutions.
(d) Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1072 .
2. Déterminer, par le calcul, les coordonnées des points d’intersection des courbes Cy et C,.

3. Tracer la courbe C, dans le repére orthogonal (O; 7’5 77).
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Correction de 1'exercice 1
Partie A

1. (a) On trouve f'(z) = 3z

(b) d’ou le tableau de variations :

z -3 0 4
Signe de f'(z) - 0 +
25
=3 23
Variations de f AN /
-1

2. Ona f(—1) =1 et f/(—1) = —3 d’ou I'équation de la tangente cherchée est :
y=f(-)(@+1)+f(-1)=-3@x+1)+1=-32-3
3. Voir graphe
Partie B

1. (a) Le calcul de la fonction dérivée donne ¢'(x) = —322 + 3z + 6

(b) Pour déterminer le signe de ¢'(x), on calcule le discriminant A, ici égal & 81, ce qui nous donne
les deux racines x1 = 2 et x9 = —1.
Or, un polynéme du second degré est du signe de a (ici négatif) sauf entre les racines d’ou le

tableau de variations de g :

x -3 -1 2 4
Signe de ¢'(x) -0 + 0 -
2 9
Variations de g AN / N
-3 —17

(c) g est strictement décroissante sur l'intervalle [—3; —1] avec g(—3) > 0 et g(—1) < 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution sur 'intervalle [—3; —1].
g est strictement croissante sur U'intervalle [—1;2] avec g(—1) < 0 et g(2) > 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution sur U'intervalle [—1;2].
g est strictement décroissante sur I'intervalle [2;4] avec ¢g(2) > 0 et g(4) < 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution « sur l'intervalle [2;4].
Conclusion : L’équation g(x) = 0 admet donc trois solutions sur l'intervalle [—3;4].
(d) a appartient a l'intervalle [2;4], de plus, ¢(3) = 3,5 qui est positif. On fait donc une table de
valeurs avec la calculatrice avec des valeurs allant de 3 a 4 par pas de 0, 1.
On trouve ¢(3,2) = 0,79 > 0 et g(3,3) = —0,80 < 0 donc : 3,2 < o < 3, 3.
On réitére le méme procédé cette fois-ci sur Uintervalle [3,2;3, 3] par pas de 0,01.

On obtient ¢(3,25) = 0,02 > 0 et ¢g(3,26) = —0,14 < 0 donc : 3,25 < a < 3, 26.
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= f(z)

g9(z)
—224+6)=0

2. Pour déterminer l'intersection des deux courbes, il faut résoudre le systéme
Yy

On obtient alors pour x : %xQ —1=—23+ %xz + 62 — 1 <= —23 + 62 = 0 < x(
d’ou les solutions : x =0, = = V6 et z=—6
—/6 0 V6

Les points d’intersection sont donc les points : A , B et C
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Exercice 2.
On considere les fonctions f et g définies par :
2 _x+1 sin x
—f(x)=xz—x+pourx;é2. —g(x)=7pourx;é0.
-Xx

1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —co.
(b) Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique ¢ en +oo?

2. Montrer que pour tout x >0ona:

En déduire la limite de g en +oco.
Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique ¢ en +oo?

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oo et en déduire |'existence d'une asymp-
tote a ¥ en —oo que I'on précisera.
4. (a) Etablirle tableau de signe de 2 — x.
(b) En déduire les limites de f en 2* puis en 2~ ; en déduire I'existence d’asymptote a % que I'on précisera.
5. (a) Pourtout x # 2 calculer f(x).
(b) Etudier le signe de f’(x) en fonction de x.

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] — oo;2[U]2; +00l.

Exercice 3
On consideére les fonctions f et g définies par :
-x2+x+1 cosx+1
- f(x)=—— pour x # 1. —g(x)=Tpourx;é0.

-1
1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
(b) Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique ¢ en +oo?
2. Montrer que pour tout x>0ona: )
O0=gx) = <
En déduire la limite de g en +oo.
Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique €, en +oo?
3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oo et en déduire I'existence d'une asymp-
tote a ¢ en —oo que 'on précisera.
4. (a) Etablirle tableau de signe de x — 1.
(b) En déduire les limites de f en 1* puis en 17 ; en déduire I'existence d’asymptote a % que 'on précisera.
5. (a) Pourtout x # 1 calculer f'(x).
(b) Etudier le signe de f '(x) en fonction de x.

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur | —oo; 1{U]1; +ool.
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Solution de l'exercice 2

On considere les fonctions f et g définies par:

¥ -x+1 sin x
- fx)= Zipourx;éz - gl = — pour x #0.
1. (@) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme 'expression f(x) (because FI) :
Pour tout x #0 :

1
xz(l——+—2 -1y 12
X)) _ X X
fx) 5 5
x[=-1 -1
X X
Ona:
1 1 + 1
T 2 1
lim < =-1
X—+o00 2 -1
~-1
X
Et th X = +oo donc par produit on obtient :
—+00
A S ==
De méme comme xhrn X = —oo on a par produit :
——00
Jim f (0 =

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique % en £oo?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire |'existence d’asymptote horizontale.

2. Montrer que pour tout x>0ona:

. sinx 1
Vx>0, —l<sinx<less--—<—<—
X X

=

En déduire la limite de g en +oco.

1 1
Ona lim ——=0= lim — doncd’apres le théoreme des gendarmesona:
Xx—+00 X X—+00 X

lim g(x)=
X—+00 80
Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique % en +oo?

Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oco et en déduire I'existence d’une asymptote a 4 en —co que I'on
précisera.
On refait la méme chose mais pour x < 0, ce qui donne :

. 1 sinx 1
Vx<0, —l<sinx<le=ss--=>—>—
X X X
1
Ona hm -—=0= xhrn — donc d’apres le théoreme des gendarmeson a:
—00 X —=

Jim  g(x) =

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.
4. (a) Etablirle tableau de signe de 2 — x.
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X —00 2 +00

2—Xx + 0 -

(b) En déduire les limites de f en 2* puis en 2™ ; en déduire I'existence d’asymptote a ‘zo”f que 'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x >2 on a 2 — x < 0 par conséquent :

lim2-x=0"
x—2%

Deplus lim x*> - x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
x—2%

lim f(x) =-o0
x—2%
De méme, lorsque x <2ona2—x>0donc:

lim 2—-x=0"
x—2-

De plus lir? x> —x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
X—27
lim f(x)=+oc0
x—2"

On en déduit I'existence d'une asymptote verticale d’équation x = 2.
5. (@) Pourtout x #2 calculer f'(x).
Pour tout x #2 f est dérivableetona:
Rx-1DR-x)-(-Dxx*-x+1) 4x-2x*-2+x+x"-x+1 -x*+4x-1
2-x)? - (2-x)? S @2-x?

flo=

(b) Etudierle signe de f'(x) en fonction de x.
Pour tout x # 2, (2—x)? > 0 donc f’(x) est du signe de —x*+4x—1, polynome dont nous allons dresser le tableau
de signe.
A =16-4 =12, ce polyndme admet deux racines :

—4+V12
=

2-V3 et xz:2+\/§

X1 =

On obtient alors le tableau de signe de f” :

x | —oo 2-V3 2 2+V3 +00

fo| = o + | + o -

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] —o0;2[U]2; +o0l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

x | —oo 2-v3 2 2+V3 +0o
f'@) - 0 R 0 -
+00 fe+V3)
f@ N e S
f2-V3) —00
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Solution de l'exercice 3

On considere les fonctions f et g définies par:

—-x2+x+1 cosx+1
—f(x)=%pourx;él. - g(x)=Tpourx;£0.
x_

1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme I'expression f(x) (because FI) :
Pourtout x#0:

1 1
x2 —1+;+—2 —1+—+—2
(x): =X X
1 1
x(l——) 1-=
X X
Ona:
1+1+ L
lim X x2=__1__1
X—+o00 1 1
X

Et liIP X = +oo donc par produit on obtient :
X—+00

lim f(x)=-o0
X—+00
De méme comme lim x=—oo ona par produit:
X——00
lim f(x)=+o0
X——00

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique €’ f en too?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire 'existence d’asymptote horizontale.

2. Montrer que pour tout x>0ona:

=N

0<sgx) =

cosx+1 2
Vx>0, —-1<cosx<l<=0<cosx+1<2<—0<—— < —
X X

En déduire la limite de g en +oo.

. .2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apreslethéoréme des gendarmesona:
X—+00 X—+00 X

lim g(x)=0
X—+00
Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique % en +oo?

Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —co et en déduire I'existence d’une asymptote a %g en —oo que 'on
précisera.
On refait la méme chose mais pour x <0, ce qui donne :

cosx+1 2
Vx<0, —-1<cosx<l<=0<cosx+1<2<—=0z2——— = —
X X

2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apresle théoréme des gendarmesona:
X——00 X——00 X

Jim  g(x) =0

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

4. (a) Etablirle tableau de signe de x — 1.

X —00 1 +00

A.AFAADAS a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

(b) En déduire les limites de f en 17 puis en 1™ ; en déduire I'existence d’asymptote a ‘rz;’/f que I'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x > 1 on a x—1 > 0 par conséquent :

lim x-1=0"
x—1*

De plus linll+ —x*+x+1=-1+1+1 =1, par quotient on obtient alors :
X—

lim f(x) =+o0
x—»l*f( )
De méme, lorsque x <1onax—1<0donc:

lim x-1=0"
x—1-

De plus linll —x*>+x+1=-1+1+1=1, par quotient on obtient alors :
x—1-
lim f(x) =-o0
x—1"

On en déduit I'existence d'une asymptote verticale d’équation x = 1.

5. (@) Pourtout x #1 calculer f'(x).
Pour tout x # 1 f est dérivableetona:

(—2x+Dx-1D)-1x(=x*+x+1) B —2x%+2x+x—-1+x2—-x—-1 B —x2+2x-2
(x—1)2 - (x-1)2 C (x-D?

flx) =

(b) Etudier le signe de f'(x) en fonction de x.
Pour tout x # 1, (x—1)?> > 0 donc f "(x) estdu signe de —xX*+2x-2, polynéme dont nous allons dresser le tableau
de signe.
A =4-8=-4<0, ce polyndme n'admet pas de racine donc il est de signe constant. Ici on a pour tout x # 1,
—x%>+ x+1 <0. On obtient alors le tableau de signe de f’ :

X —00 1 +00

f’(x) _ H —

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] —oo;1[U]1; +o0l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

X —00 1 +00

f’(x) _ H _

foo] N ] S
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Exercice 4

f est la fonction définie sur IR par f(x) =

orthonorma

- o

; j ) (unité graphique : 2 cm).

[(O;i

Etude de la fonction f

Xx+1

x2+1

1) a) Trouver les limites de fen + oo et en - oo,

2)

3)

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
a) Trouver une équation de la tangente T a ‘€ au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position de T par rapport a €.

Tracer T et la courbe ‘.

Solution de l'exercice 4

A.AFAADAS

Etude de la fonction f

1) a)

b)

lim f(x) = lim —-1- -2

X—- 00

x—-o | X]

lim f(x)= lim L-1=0

X+ o0

f(x) =

avec u(x) =

f'(x) =

u’(x) =

f(x) =

u(x)
v(x)

xo+oo | X]

-1

x+1etv(x)=4/x*+1

u’(x)xv(x) — u(x)xv’(x)

Vv2(x)

X
letVv'(x)=
) \/x2+1

1 X(x+1)
\/x +1 x +1- x(x+1)

1-x

x2+1 SR+ @+ 1+

f'(x) est du signe de 1 —x

Tableau de variations de f :

X

—00

1

400

fl

f(x)

_2/”“\

\/_

1=1/2-1

-1 et 't sacourbe représentative dans un repére
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2) a) Une équation de la tangente T au point d’abscisse 0 est :
y = f(0)(x— 0) + f(0)
f(0)=1etf(0)=0

Une équation de T est doncy = x.

) fX)—x= ol 1 ox= (x+ 1) 1)
1 1 1

>15—>122x*+1<1Ix*<0
x*+1

\/—ﬁ—1>0-)\/m

Impossible car un carré est toujours positif.

1
Donc -1 <0 pour tout x réel.
\/xz +1

f(x) — x est donc du signe de —(x + 1)

Six<-1 alorsf(x)—x>0:lacourbe € est au dessus de T.

Six =-1 alors f(x) =x : la courbe ¢ et T se coupent au point (-1 ;-1)
Si-1<x<0 alorsf(x) —x <0 : la courbe € est en dessous de T.

Six =0 alors f(x) =x : la courbe € et T se coupent au point (0 ;0)

3) Six >0 alors f(x) —x<0:lacourbe € est en dessous de T.

o4
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Exercice 5

1. On considere la fonction g définie sur 'intervalle =[O ; % ] par g(x) = tan(x) — x .

a) Etudier les variations de la fonction g et en déduire son signe.
b) Montrer que, pour tout xde I, ona O <tan(x)<1.
¢) On considere la fonction & définie sur 1 par h(x) = tan(x) — 2x . Montrer que la dérivée de h peut s’écrire

h'(x)=tan’( x )—1. Etudier les variations de / et en déduire son signe .

4x°

3
a) Montrer que la dérivée de f peut s’écrire f'(x)=(tan( x)+2x )(tan( x )—2x ). En déduire le signe de f’.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f et en déduire son signe.
3

X
¢) Montrer que, pour tout xde [, ona x<tan(x)< x+ .

2. On considere la fonction f définie sur 1 par fix) = tan(x)—x—

.. . . tanx—x . | tanx—1
3. Calculer les deux limites suivantes : llm—2 et lim
x50 x T T
x>0 4 —_
X
4

Solution de l'exercice 5
1. a) La fonction g est dérivable comme somme de fonctions dérivables ; g'( x ) = tan’( x ) +1—1 = tan’( x ) est positif ;

donc la fonction g est croissante sur I et comme g(0) = 0, la fonction g est positive sur L.

2 2
b) Pour tout x de I, on a TScos(x)Sl donc 1< <2et OSsin(x)S%,donc O0<tan(x)<I1.

cos(x)
c) La fonction & est dérivable comme somme de fonctions dérivables ; h'(x)=tan’(x)+1-2=tan’( x)—1 ; d’apres la

question précédente, h’(x) est négative et donc & est décroissante sur I ; de plus, 4(0) = 0, donc & est négative sur 1.

2. a) La fonction fest dérivable comme somme de fonctions dérivables ; f'(x)=tan’(x)+1-1-4x" =tan’(x )—4x" ;

donc f'(x)=(tan( x)+2x )(tan( x )—2x) ; d’apres les questions précédentes, tan(x )—2x <0 et tan( x )+2x =0 donc
f'(x) est négative et donc fest décroissante sur I ; de plus, f{0) = 0, donc fest négative sur L.

b) Le tableau de variations de f: (Lesignede fsurl:fix)<0) " 0 77
3 4
c) PourtoutxdeI,ona g(x)=0et f{x) <0,donc x<ran(x)< x+ 3 f(x) —
} tan(x)—x _4x 0 \
3.PourtoutxdeI,ona O<tan(x)—x< etsix#0, 0<—————-<-—_Comme {x) T
(x) = 3 b f(A)

tan x—x

2
X

. 4x . . ..
lim— =0 alors lm01 =0 . La fonction tangente est dérivable sur I, donc

x—0
x>0 x>0

tan x —

est le nombre dérivé de fan(x) en Z , car tan(z) =1; donc lmﬂ1

4 X— 4 X—
4

=tan' (L ¥=tan’( T)+1 =2.
4 4
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Exercice 6

On considere la fonction f définie sur IR par f{x) = x + cos’(x) et C sa courbe représentative.

1. a) Démontrer que pour tout réel x, x < fix) < x+ 1.

b) En déduire les limites de fen +oeten— oo .

c¢) Interpréter graphiquement I'encadrement précédent.

2. On note (d,) et (dy) les droites d'équation y=xety =x+ 1.

Déterminer les points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,), puis avec la droite (d,) .
3. a) Déterminer la fonction dérivée ' de f. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = 1 — sin(2x).
b) En déduire le sens de variations de la fonction f.

¢) Résoudre dans R 1'équation f'(x) =0.

4. a) Dresser le tableau de variations de fsur [0; T].

b) Tracer (d,), (d,) et la représentation graphique de f sur [0; 17].

5. a) Démontrer que pour tout réel x, fix + 1) =f(x) + 1 .

b) Comment déduit-on la courbe C de la représentation graphique de f sur [0; 7] ?

Solution de l'exercice 6

On considere la fonction f définie sur R par fix) =x + cos’(x) et C sa courbe représentative.
1. a) Pour tout réel x, on sait que — 1 < cos(x) < 1, donc 0 < cos’(x) < l,et x<flx) < x+1.

b) On sait que lim x _ lim x+1

-+ x—+o

= 400 , donc par le théoréeme des gendarmes, lim f (x) = +00. De méme,
xX—+oo

lim x _ lim x+1 __ o gonce par le théoréme des gendarmes, h{n )~ o

xo—w xo—w

c¢) L'encadrement précédent permet d'affirmer que la courbe C est située entre la droite d'équation y = x et la droite
d'équation y = x + 1.

2. Les abscisses des points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,) sont les solutions de 1'équation : f{x) = x, qui

™
équivaut a cos’(x) = 0, soit cos(x) = 0. Les solutions de cette équation sont les nombres Z + kmm avec k€ Z. Les

ordonnées respectives sont % + kT .

Les abscisses des points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,) sont les solutions de I'équation : fix) = x + 1,
qui équivaut a cos’(x) = 1, soit cos(x) =1 ou cos(x) =— 1. Les solutions de ces équations sont les nombres k1t avec
k € Z. Les ordonnées respectives sont k1t + 1.

3. a) La fonction f est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables sur IR. La dérivée de cosx est

— sinx, et la dérivée de u” est 2uu’. D'on, pour tout réel x, f'(x) = 1 —2sin(x)cos(x) = 1 — sin(2x).

b) On sait que, pour tout réel x, — 1 < sin(x) < 1,donc—1 < —sin(2x) < 1,et 0 < f'(x) < 2. Donc la dérivée est
positive et la fonction f est croissante sur IR.
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™ 0
c) L'équation f'(x) = 0 équivaut a sin(2x) = 1, équivaut a 2x = ; + 2kt avec k € Z équivautax = Z +km ke Z.

4. a) Le tableau de variations de f sur [0; 1T]: 1
x |0 n m 4
4
f'x) + 0 +

m+1
f) / &
1

b) Représentation graphique de f sur [0; 77]:

o
=3 @
N
N

5. a) Pour tout réel x, on a flx + 1) = x+ 7T + cos’(x+ T7) = X + 10 + cos’(x)
car cos(x+ 1) = —cos(x), donc fix + 1) =flx)+71T.

b) Pour x € [0; 1r], soit M(x; ¥) un point de la courbe C.

Comme f(x + 1) = fix) + 1, le point de la courbe d'abscisse 4]
(x + 17) a pour ordonnée fix + 1) =fix) + ™=y + M.

On déduit la courbe C de la représentation graphique de f sur

[1t; 277] par une translation de vecteur 1 T+ J =

r( T+ _j ). Etc... 2
On déduit la courbe C de la représentation graphique de f sur

IR par des translations de vecteur kr T+ km J avec

ke Z. /
0

|
N
o
=3 @
N

Exercice 7

On considere la fonction fdéfinie par f(x) = \/ =1 —x.
1. Préciser 1'ensemble de définition D, de la fonction f .

2. a) Montrer que pour tout réel x de D, , fix) = \/2? . En déduire la limite de la fonction f en +oo.
+x

b) Déterminer la limite de f en —oo.

c) Préciser les éventuelles asymptotes a la courbe C; .

3. Montrer que la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C;.
4. Etude de la dérivabilité de fen — 1 eten 1:

a) Montrer que L)=f=1) N . S 1 . En déduire lim fl)=f=l) . La fonction fest-elle dérivable en — 1 ?
x+1 x+1 xo—1 x+1

b) La fonction f est-elle dérivable en 1 ?

5. a) Etudier les variations de la fonction fsur son ensemble de dérivabilité .

b) Dresser le tableau de variations de f sur D;.

6. Tracer la courbe ainsi que les tangentes aux points d'abscisses — 2, — 1, 1 et 2.
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Solution de l'exercice 7

1.I'ensemble de définition D, de la fonction f* est I'ensemble des réels x tels que X —1= 0.Soitx* > 1, soit
xX€l]-0;-1]JU[l;40[.Donc Dy =]-0;-1]U L1;+oo[.

x—1) -1
2.a) Pour tout réel xde D, , f(x) = \x*' =1 —x= > = B en utilisant I'identité remarquable
\/x —1+x \/ x —1+x

. 2 . .
—b=@—b)a+b). Im Vx—1 _ 11Tx=+00,donc hT f(x) -0
X—+w X+ X—+ o0

b) lim Vx’~1 _ lim (—x) = 400, donc lim f(x) =400,

X—o—w X——00 xX—=—0

¢) Comme lim f(x) _ 0, la courbe C; admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 (axe des abscisses) en +oo.
xX—+w©

3. Pour montrer que la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a C;, on étudie hljl (f(x)=(=2x)) _
(x*=1)—x7 -1 -1 .

. On peut écrire \x*—1+x = > = = et comme lim f(x) _ +o0,
VxP—1-x \/x -1-x  flx ¥

lim (Vx’—14x)

xX——w

alors 1M (f(x)=(=2x)) _ 0. Donc la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C; en — oo.

xX——w

4. Etude de la dérivabilité de fen—1leten 1:
F=f=1)  Voi—x—1  x=D)(x+1)

a)Pourx<-1:x-1<0,dou -x +1>0et—x—1>0. Ainsi = = —1=

x+1 x+1 Vix+1)
L L OO 4 £ o | BN
\/( —x—1) —x—1 x+1 xo—1 x+1 oo | x+1

= 400, car

lim (x+1) .oX=
lim (x=1) _ e 7 =0et lim = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en — 1.
x—o—1 x<—1 x——1 x+1
fx)—f(1) \/xz—l—x—i-l \/(x—l)(x+1) x+1
b) Pour x> 1: = = > -1= -1.
x—1 x—1 \/(X—l) x—1
. x)—f(1 .X
D'ou thlf() = lim x——i_i—l =+o0 car lim ) = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en 1.
x—1 X— x—1 X— x—-1 X—

5. a) La fonction f est dérivable sur ]- o0 ; — 1 [ U ]1; 400 [ comme somme et composée de fonctions qui le sont.

2
x—Vx" -1
. Le signe de f'(x) est le signe du numérateur:

1

2x
D= e \/x I
Six<-1,xet — \/: sont négatifs, donc f'(x) <0
Six>1,ona0< x’—1<x’,donc m < x par la croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[;
et x— m = 0, donc f'(x) = 0. La fonction fest décroissante sur |- o ; — 1[ et croissante sur ]1; +oo [.
b) Le tableau de variations de f sur D;:

X |—o0 -1 1 +00 y

5

f'(x) - I Non | + |
définie

4-

+00 Non 0 |
définie

f0) \ /Y 3]

1 -1 ]

2-

6. La courbe ainsi que les tangentes aux points 1]

d'abscisses — 2, — 1, 1 et 2:
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Exercice 8

On considere la fonction f définie par fix) = \/1x2+1 - 1.
1. Montrer que I'ensemble de définition de la fonction f est D, =R .
2. Etudier la parité de la fonction f.
3. Déterminer la limite de f en +o eten —oo.
4. a) Montrer que la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a la courbe C représentative de la fonction f.
b) En utilisant la question 2, déterminer une autre asymptote oblique a C.
5. Etudier les variations de la fonction fsur R .
6. Dresser le tableau de variations de f sur D;.
7. Préciser 1'équation de la tangente a C au point d'abscisse 1.
8. Résoudre 1'équation f(x) = 0.

Solution de l'exercice 8

1. Pour tout réel x , x* + 1 est strictement positif, donc x>+1 est définie sur IR et donc

I'ensemble de définition de la fonction f est D; =R .

2. D, est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout réel x, fi—x) = V(—x)’+1 —1= Vx’+1 —1= f(x). Donc la
fonction fest paire.

. . . 2 . Y
3. Comme f est paire, hrf flx) 2 dim f(x) . On sait que lim (x*+1) =+ et que lim \/X =+ , donc en

x——o0 x—+o0 X -+

utilisant les limites de fonctions composées, lim f (x) =+o0 et 1M f (x) +00.

x>+ xo=®

4. a) Pour montrer que la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a la courbe C , on étudie la limite:

2,1 .2

lim (f(x)=(x=1)) _ tim (V+1-2) = fim 2% _ jm —

Xk xote ot X7+ 1+ x wore \ X 1+ x
li +1 _ i *+1 i i -

car im Vx'+1 _ lim (Vx"+1+4x) = 400 Donc la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a C en +oo.
X—+o0 xX—+o

b) Par symétrie, la droite d'équation y = — x — 1 est asymptote oblique a C en —oo.
5. La fonction fest dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.

'

u 2x X
La dérivée de u est — . D'ol la dérivée de f estf'(x) = > = > qui est du signe de x . La fonction f
2 \/; 2 \/ x'+1 \/x +1
est donc décroissante dur IR™ et croissante sur R".
- . x |-o0 0 +00
6. Le tableau de variations de f sur Dy :
7. L'équation de la tangente a C au point d'abscisse 1 est [ - 0 +

1 1 2
y=fDx-D+AD) =" x-D+ \/5—1=——x+£—1. +00 +00
V2 277 2
Jx)
8. L'équation f(x)=0équivauta \x’+1 =1,soitx’+ 1= 1, soit 0

x* = 0. La seule solution est 0.
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Exercice 9

On considere la fonction fdéfinie par f(x) = \/ X—4x+3.
1. Déterminer 1'ensemble de définition de la fonction f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

\/x2—4x+3 B _\/x—3

3. a) Montrer que pour x € | — o ; 1, .
x—1 x—1

b) La fonction f est-elle dérivable en 1 ?

4. Etudier les variations de f sur l'ensemble | — oo ; 1] U ]3; + oo[.

5. Dresser le tableau de variations de f.

6. Montrer que les droites d'équation y=x—2 et y =—x+ 2 sont asymptotes obliques a la courbe C représentative de f.

Exercice 10

On considere la fonction fdéfinie sur IR* par fix) = xsin

1. Etudier la parité de la fonction f.

2. Montrer que lim xsin|—| =0.
x—0 X
. sinx . M
3. On admet que lim —— = 1. Montrer que lim xsin|—| =1.
=0 X x—+0 X

X

4. Déduire des questions 1 et 3 que lim xsin =1.

xX—=—0

5. Que peut-on déduire des questions 1, 3 et 4 pour la courbe C représentative de la fonction f?

Solution de l'exercice 9

1. L'ensemble de définition de la fonction f est I'ensemble des réels x tels que x* — 4x + 3 > 0.
Le discriminant A = 16 — 12 =4 >0, donc il y a deux racines x; = 1 et x, = 3. Le signe de x” —4x + 3 est positif pour les
valeurs a l'extérieur des racines; soit D;=]—o00; 1] U [3; + oo[.

1 2— . s pa . . f A N TE . e . .
. lm X" —=4x+3 _ o o ytilisant la propriété: la limite d'un polyndme a l'infini est la limite de son terme de plus

x—o—om

. . . 2 .
haut degré. Comme lim \/; = 40, alors 1M F(X) 2 4o, De méme, 1M X —4x+3 _ o lim (X)) 2 4o,

xX—+ow X——0 xX—+ o xX—+ o

lim f(x) _ g1y=0e M f(x) Z43y=0.

x—1

3.a)Pourx€]-oo; [, x—1= —(x—1).don = =

\/x2—4x+3 \/(x—l)(x—3) _\/x—?)

x—1 —\/()c—l)2 x—1
lim(y—1)=0"" lim (x—3)=-2 . X3 . x—3
b) Hl(x 1)=0 et Hl( ) , donc }f} ] =*o, ilir:\/x—l = +o0, et la fonction f n'est pas
x<l1 x<l1 <l <1

dérivable en 1.
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4. La fonction f est dérivable sur ] — oo ; 1[ U ]3; + oo[ comme composée de fonctions qui le sont.
On sait que (V) = —= . done f'() = — e < i est du signe de x — 2 puisque |
n sait que (Vu)' = — 7 ,doncf'(x) = = qui est du signe de x — 2 puisque le
2u 2= dx+3 P —dx+3

dénominateur est strictement positif. Ainsi la fonction f est
Etudier les variations de f surl'ensemble | — oo ; 1[ U ]3; + oof.

5. Le tableau de variations de f :
X — 1 3 +00
6.0naf(x)—(x—2)= Vx'—4x+3 —(x-2)= £'(x) - I I +
X —4x+3—(x=2) -1 o o
Ve G ’
X —4x+3+(x-2) X —4x+3+(x-2) f(x) \
or lim ¥—dx+3 _ o lim (x=2) _ o /
xX—+w X—+w 0 0
donc HT (f(x)=(x=2)) Z g, Ainsi, la droite
d'équation y =x — 2 est asymptote oblique a la courbe C en 4
+00,
De méme, Onaf(x) — (—x +2)= Vx'—4x+3 +x-2= ]
X =4x+3—(=x+2) -1
Ve—dx43-x+2 VP —dx43—x42
. 2 .
or lim x —4x+3 _ . lim (—x+2) = o0, donc
X—>—0 X—2— 0 1
lim (f(x)=(=x+2)) =,
Ainsi, la droite d'équation y = —x + 2 est asymptote oblique a o ° 0 T £ 3 % 5 :
la courbe C en — oo. /\

solution de l'exercice 10

1. L'ensemble de définition de f est R* qui est centré en 0. De plus, pour tout réel x deR*, —x appartient IR*

1 .1
et f(—x)= —XxsIn|—| = xsin|—| = f{(x) car la fonction sinus est impaire. Donc la fonction f est paire.
—X X
2. On sait que pour tout réel x, — 1 < sinx < 1; donc pour tout réel x € R* , - 1 < sinf—| < l;et—x < xsin|—| < x.
X X
Comme hmo (=x) = limx _ 0, par le théoréme des gendarmes, lim xsin|—| =0.
xX— X— x—=0 x
. sinx 1 sinX  sin| llx) . lim X
3.On admet que lim—— =1.Enposant X= — ,ona = ——— = xsin{—| . De plus =0, alors
o0 X X X 1/x Xt
. . sin X
lim xsin|—| = lim =
PR, X x-0 X
4. Comme la fonction fest paire et que lim xsin|—| =1, alors lim xsin|—| =1.
x—+0 X x—o—o0 X

5. La courbe C représentative de la fonction f admet 1'axe des ordonnées comme axe de symétrie, et admet une
asymptote horizontale d'équation y =1 en +o et en — oo.
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Exercice 11

On considere la fonction f définie sur R \{— 1} par fix) = % .
X

1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f.

3. a) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point A d'abscisse
a différent de — 1.

b) Déterminer I'abscisse du point B intersection de T et de 1'axe des abscisses.

c¢) Soit H le projeté orthogonal de A sur 1'axe des abscisses.

Déterminer l'aire du triangle AHB.

Cette aire dépend-elle de a ?

Exercice1l2

On considere la fonction f* définie sur R par flx) = \[y>+1 —x.

1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4. Montrer que la droite (d) d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C.

5. Déterminer une équation de la tangente T & la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0.
6. a) Trouver tous les polyndmes du second degré dont la courbe représentative admet la droite T comme tangente
au point d'abscisse 0.

b) Parmi ces polyndmes, en existe-t-il un qui passe par le point A de coordonnées (2; 1) ? Justifier la réponse.
7. Représenter graphiquement a l'aide de Geogebra, la courbe C, la tangente T, la droite (d), le polyndme (s'il
existe de la question 6. b).

Solution de l'exercice 11

1
On considere la fonction f définie sur R \{— 1} par fix) = —

Tox+17
1.Ona liIP () Z 0 car Xlilfw(x"'l) =+00;0Ona Xlilif(x) =0 car Xlili(x"'l) =—o0;
lim lim (x+1 lim lim (x+1
On a ﬁflf(x) =+ o0 car ﬁfl(x ) =0";0na ﬁflf(x) =— o0 car ﬁfl(x ) =0;
x>—1 x>—1 x<—1 x<—1

2. Pour étudier les variations de f, on détermine la fonction dérivée : cette fonction fest dérivable sur R \{-1}

comme quotient de fonctions dérivables sur R\{—1}. Et f'(x) = 5 <0, donc la fonction fest strictement

(x+1)
décroissante sur |- oo ; — 1[ et sur -1 ; +oo [.

3. a) Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point A d'abscisse a différent
-1 1 —(x—a)+a+1 —x+2a+1

a1 P ST T T T Gr Y T (ae1)

de —1estdelaformey=f'(a)(x —a) +fla) =
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On considere la fonction f définie sur R par fix) = x’+1 —x. =

b) L"abscisse du point B intersection de T et de I'axe des abscisses

vérifie les deux équations

—x+2a+1 .

———;so0it —x+2a+1=0,doitx=2a+ 1.
(a+1)

Donc B(2a + 1; 0).

¢) Si H le projeté orthogonal de A(a; fla)) sur l'axe des abscisses,

alors H(a; 0).

Le triangle AHB est rectangle en H, donc l'aire du triangle

HAXHB _ |f(a)|x[2a+1-d _ |t/(a+1)|x|a+1] 1

2 2 N 2 T2
Cette aire est invariante pour tout réel a de R \{— 1}.

y=0ety=

AHB =

Solution de l'exercice 12

. 2 1 — . . P - s
1.Ona lm vx™+1 = 4o et xllmw X =_ o0 ; on obtient une forme indéterminée. Pour lever cette

x—+® +

indétermination, on utilise la quantité conjuguée: on multiplie et on divise fix) par +x*4+1 +x:
(V2 +1—x)(Vx2+1+x) x+1-x 1

Vi 1+x TR lx Pl

on obtient f(x) = yx*+1 —x=
Comme lim (Vx*+1+x) =+, alors 1im F(x) = lim

1
—— =0.
x—o+ow x— 400 x— 4+ A\ x2+1+x

Ona lm Vx'+1 = yoper im —x _ 4 op gone Iim f(x) = 4o

2. Pour étudier les variations de f, on détermine la fonction dérivée : cette fonction f est dérivable sur IR comme

2x x—\x*+1
somme et composée de fonctions dérivables sur IR. Et f'(x) = Tm -1= ﬁ . Le signe de cette

dérivée dépend du signe du numérateur : x — /x>+1 . Or, pour tout réel x , ¥ < x> + 1, donc \/x? < x*+1
puisque la fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo [. Donc Ix| < W ,soitx < Ixl < W ,
soit x — \/m <0, et la fonction f est strictement décroissante sur IR.

3. Le tableau de variations de la fonction f :

X — 0 +00
4. Pour montrer que la droite (d) d'équation y = — 2x est )
. . . f'x) +
asymptote oblique a la courbe C, ici en — oo, il faut
montrer que la limite xlirflw(f (x)=(=2x)) = ) oo
1+ P+1-
Orfo) + 262 (AT +xe O fwx %) _ \
\/ x+1—x 0

+1-x B 1
\/x2+1—x - \/x2+1—x '

. . . 1
On a vu précédemment que 1im (Vx’+1-x) = lim f(x) _ +o0, donc  lim \/T—l =0, et la droite (d)
X —c0 xX——w© x—o—o \| X —X

d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C en — .

5.Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse O est donnée par
Y =f'(0)x-0) +f(0) =—x+ 1.
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6. a) Les polyndmes P du second degré dont la courbe représentative admet la droite T comme tangente au point
d'abscisse 0 vérifient P(0) = f{0)=1etP'(0) =f'(0) =- 1.

Un polyndme du second degré est de la forme ax* + bx + ¢. Donc P(0)=c=1etP'(x) =2ax + b,

soit P'(0) =b= — 1. Donc P(x) =ax* —x + 1.

b) Parmi ces polynomes, I'un passe par le point A de coordonnées (2; 1) si P(2) =1,

1
soitP(x)=4a—2+1=4a—1=1,soita=5.

7. Représentation graphique de la courbe C, la tangente T, la droite (d), le polyndme de la question 6. b).

Exercice 13
2x’—6
x—2
1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de la fonction f.
3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

On considere la fonction f définie sur R \{2} par fix) =

4. a) Déterminer des réels a, b et c tels que fix) =ax + b + Lz .
X—
b) Montrer que la droite (d) d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe C.
5. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0.

6. Déterminer les coordonnées des points d'intersection de C avec 1'axe des abscisses.

Exercice 14
1. On considere la fonction f définie sur R par fix) =x + x*+1 .

Montrer que la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f.

Vx—1
x—1 '
Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. On considere la fonction f définie sur IR* \{1} par fix) =
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Solution de l'exercice 13

1. On utilise la propriété : la limite en +oo et en — oo d'une fonction rationnelle est la limite du quotient des termes

. lim f(x) _ o 2X=6 _ . 2% |im 24
de plus haut degré. Donc = lim = lim — = =400
x—+o ot x—2 ot X x—+oo
. 2_ 2 .
Et .]1m flx) 2 lim 2x 6= limz—x= lim 2x _ o
X——00 oo .X_2 o X X—>—00
2
lim (2x°—6 lim (x—2 i 2% =6 . .
On a Xlinz( x'=6) =2et Hz( ) =0", donc 11“; x—2 = oo par quotient de limites.
x>2 x>2 =
x>2
2
lim (2x°—6 lim (x—2 . 2x =6 ‘ o
Ona XLZ( * ) =2et Hz( ) =0, donc 11rr; +_p =—oopar quotient de limites.
x<2 x<2 =

x<2

2. Pour étudier les variations de la fonction f, on détermine la fonction dérivée de f :
, 4x(x=2)—(2x°—6)x1  2x"—8x+6
f ('x) = 2 = 2
(x=2) (x=2)
Le dénominateur est strictement positif, donc le signe de f'(x) est le signe du numérateur: on calcule le
816 8+V16

discriminant : A =8 -4Xx2X6=16>0.1ly ad i = =let x,= =3.C
iscriminan y a deux racines x, %2 et x, %2 e
numérateur est du signe de a =2 > 0 pour les valeurs
extérieures aux racines. X |—o0 1 2 3 +00
£ + 0 - Il -0 +

3. Le tableau de variations de la fonction f :

4 I+ +00
) / T m\ /
c (ax+b)(x—2)+c —o0 12

4.a)Ona ax+ b + 5 = > =

ax’+(b—2a)x—2b+c B 2x'—6
x—2 x—
ontrouvea=1,b-2a=0et-2b+c=—-6;etontrouvea=2,b=4etc=2.

. Par identification,

2
Donc, pour tout réel x de R\{2}, fix)=2x +4 + o

b) Pour montrer que la droite (d) d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe C en +o , on montre que

lim (f(x)=(ax+b)) —0:0Ona fix) - (2x +4) = Lz et lim =0,donc lim (f(x)=(2x+4)) Z¢_0on
X— xX—+ow

X+

x—otoo X

montre de méme que la droite est asymptote oblique a la courbe C en —oo .

5. Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0 est donnée par

3
y=f'(O)x-0)+fi0)= 5 x+3.

6. Pour déterminer les coordonnées des points d'intersection de C avec I'axe des abscisses, on résout 1'équation :
f(x) = 0, soit 2x> — 6 = 0 équivaut a 2(x*> — 3) = 0 équivaut & x> —3 =0 équivautax= 3 oux=— 3.
Donc les coordonnées des points d'intersection de C avec 1'axe des abscisses sont ( V3 :0)et (= 3:0).
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Solution de l'exercice 14

1. On considere la fonction f définie sur R par fix) = x+ \/ X+l
Pour montrer que la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f en +o0 , on

: XH1-x 1 . 2
détermine m (f(x)=2x) oy afix)-2x=yx’+1 —x= = = = LOr Hm Vx'™+1 = 400 et
xoke \/x +1+x \/X +1+x xot®

lim x_ o donc 1M (Vo' +14x) — 400 par somme de limites, et 1™ (f(x)=2x) _

Xt x—+o x—+o

Donc, la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f en +oo .
De plus , rlirflw (f(x)=2x) = lim (Vx’+1=x) = 4o0, donc la droite d'équation y = 2x n'est pas asymptote

xX—o—om

aCen—o0.
2. lim V-l = 1 (il suffit de calculer f{0)).

x—0 X—

Vi1 (Vx=1)(x+1) x—1 1

Pour tout réel x de R* \{1 = = R

our tout réel x de R™\{1}, x—1 (x—1)(Vx+1) (x—1)(Vx+1) Vx+l

Vi1 1 V-1 1

oo lim——— _ lim _ 1 im _ lim _ ! o Vx—1 — 1 1 —

AL el = et T ot S e S It = I e 7O

Exercice 15

On considére la courbe C d'équation y = 1 —x” et le point M de la courbe C d'abscisse x.

PARTIE A

Pour tout réel x, on note f{x) la distance OM.

1. Expliciter la fonction f et préciser son ensemble de définition.

2. Etudier la parité de la fonction f.

3. Déterminer les limites de la fonction faux bornes de son ensemble de définition.

4. Etudier les variations de £

5. Préciser les extremums de la fonction f'et en quelles valeurs de x ils sont atteints.

6. Faire la représentation graphique de C et la position de M correspondants aux extremums de la fonction f.

PARTIE B
Pour tout réel x, on note g(x) le coefficient directeur ( lorsqu'il existe) de la droite (OM).
1. Expliciter la fonction g et préciser son ensemble de définition.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Déterminer les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition. Que peut-on en déduire pour
la courbe I représentative de la fonction g ?
4. Etudier les variations de g .
5. Dresser le tableau de variations de la fonction g.
6. Montrer que la courbe I' admet une asymptote oblique (d), que 1'on précisera.
7. Etudier la position relative de I' et de (d).
8. A l'aide d'un logiciel, faire la représentation graphique de I' et des asymptotes.
Facultatif : Existe-t-il des positions de M telles que la distance OM égale le coefficient directeur de (OM) ?
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Solution de l'exercice 15

Dans un repére orthonormé (O ; 7 , j ) du plan, on considére la courbe C d'équation y = 1 — x et le point M de la
courbe C d'abscisse x.

PARTIE A : Pour tout réel x, on note f{x) la distance OM.

1. La distance OM = \/(xM—x0)2+(yM—y0)2 = X4 (127 = P+ 12741 = V¥ —+1.

Le polynéme x* —x* + 1 = X* — X + | a un discriminant égal & — 3 <0, donc ne s'annule pas et est toujours du
signe de a = 1, donc strictement positif. Ainsi, I'ensemble de définition de f estR .

2. Etude de la parité de la fonction £ I'ensemble de définition est centré en 0, et pour tout x de R ,
fi=x)= V(=x)'=(=x)+1 = {x*—=x*+1 =f{x) ; donc la fonction f est paire.

. 4 2
3. Les limites de la fonction f: lim x'=x"+1 =455 carla limite d'un polynome en l'infini est la limite de son

x—+ o0

terme de plus haut degré. De plus, Xlir? VX = +0o0 , donc par la limite de fonctions composées, lefm Fx) = 4o,
De méme, et par la parité, Xlilflw Fx) 2 o,

4. Les variations de f: la fonction fest dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables ;

f F0) 4x° =2 x 2x —x x(2x’-1)
et £'(x) = = =

2\/x4—x2+1 \/x4—x2+1 \/x4—x2+1

qui est du signe du numérateur; 2x* — 1 = 0 pour x =

sil=

-1
etx= R D'ou le tableau de signes de /' et les

X |- -1 0 1
variations de f: 2 2 +oo
5. Le maximum local de fest 1 atteintenx=0;le

3 1 -1 X - — 0 +
minimum est EX atteint en x = 2 etx= N 1 N 0 B B 0

6. La représentation graphique de C et la position de M 1)
correspondants aux extremums de la fonction f':

+

0 0 - 0 +
+00 1 +o0
PARTIE B : Sx) _ B
1. Le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a ﬁ V3
2 2

v Yo 1—x° ) o
= = g(x) qui est défini sur IR*.
M~ %Yo X

X

2. Etude de la parité de la fonction g : I'ensemble de
définition est centré en 0, et pour tout x de IR*,
1—(—x) _ 1-x

g(=x)= = —g(x) ; donc la fonction g est impaire.
—Xx —X

3. La fonction g est une fonction rationnelle, donc la limite en I'infini est la limite du quotient des termes de plus

. _ 2 . . _ 2 .

haut degré : lim g(x) = iy =X = lim —x __ o lim g(x) = j =% _ lim —x _
X+ R, X xX—+w xX—o—00 PR X X——00

lim (1—x° lim x . . limg(x) . limg(x)

0 ( ) =1let »~0o =0",donc par quotient de limites, »-o = +o0. Par la parité, -o =— o,

x>0 x>0 x>0 x<0

On peut déduire que la courbe I' admet l'axe des ordonnées comme asymptote verticale.

4. Les variations de g : la fonction g est dérivable sur IR* comme quotient de fonctions dérivables ;

—2x)(x)—(1-x° —x’—1 . . . . .
etg'(x)= ( i )2 ( ) = >— qui est du signe du numérateur qui est strictement négatif. Donc, la
X X
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fonction g est strictement décroissante sur ] — oo ; O et
sur ]0 ; + oof. x - 0 oo
5. Le tableau de variations de la fonction g : '
1— xz 1 8 (x) ” -

6. Pour tout x de R*, g(x) = PR S Et " +00 [[+o0

. . g

tim (g(x)=x) = gy L —g, lim (s(x)=2) |
X 00 Yot o x X—— 00

+ — 00 || +o00

.1 . .
lim — =0, donc la droite d'équation y = — x est

X——00

asymptote oblique a la courbe I .

1
7. Pour étudier la position relative de I et de (d) on étudie le signe de la différence g(x) — (— x) = T qui est

strictement positif sur ]0 ; + oo [ et strictement négatif sur ] — co; O[. Donc la courbe est au-dessus de la droite (d)

sur ]0; + oo [ et est en-dessous de la droite sur ] — oo; Of.
8. La représentation graphique de I' et les asymptotes :

BONUS : Pour trouver les positions de M telles que la
distance OM égale le coefficient directeur de (OM), il faut

, , . . 1-x°
résoudre I'équation f{x) = g(x), soit \x*—x*+1 = ;
X
L . 4 1-2x+x* .
on éléve au carré : x* —x*+ 1= ————— , soit
X

N—xt+x* =1-2x+x*,s0it x*-2x*+3x*-1=0.
On consideére la fonction / définie par

h(x) = x° — 2x* + 3x* — 1.

C'est un polyndéme, donc dérivable sur IR,

eth'(x) = 6x° — 8x* + 6x = 2x(3x* — 4x* + 3).

'

5

Le polyndme 3x* —4x* +3 = 3X*—-4X + 3, en posant X = x*;
le discriminant est égal a (— 4)* — 433 =—20 <0, donc le
polynome est du signe de a =3 > 0 sur RR.

Donc la dérivée 4 ' est du signe de x, et la fonction / est
décroissante sur | — oo; 0] et croissante sur JO ; + oo [. Elle

atteint un minimum lorsque x = 0, qui vaut #(0) =-1 ;
de plus, Xlir?w h(x) 2 11111 X 2y :
lim g(x) = lim x* = 4o

Ainsi, la fonction /4 s'annule en deux valeurs x; =~ — 0,656 et
X =~ 0,656.

Donc, il existe deux positions de M telles que la distance OM soit égale au coefficient directeur de (OM).
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