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Conndltre le cours

I- Calcul vectoriel dans |'espace
1- Notion de vecteur de l'espace

Soit A et B deux points de I'espace. un vecteur AB est le bipoint (A, B) d'origine A et d'extrémité B.
[ Si A +# B, alors le vecteur AB est caractérisé par :

[® une direction, celle de la droite (AB). B
¥ unsens, de A a B.

[ uhe norme, notée ”/ﬁ , la distance entre A et B.

2 Si A =B,alors /ﬁ est le vecteur nul, on le note .

Remarques

© L'ensemble des vecteurs de I'espace est appelé un espace vectoriel, on le note Vs.

[ Pour tout point A de I'espace et pour tout vecteur 4, il existe un point unique B tel que d = AB.

__)
P2 Un quadrilatére ABDC est un parallélogramme si et seulement si les deux vecteurs AB et CD sont
égaux.

N
N
[=41

Le quadrilatere ABDC est un parallélogramme Les vecteurs AB ef G sont égaux

2- Opérations sur les vecteurs

On définit comme dans le plan des opérations sur les vecteurs.

Définition

Soit U et V deux vecteurs. On construit les points A, B et C tels que i = AB et v = BC.

L . Lo = =
La somme de U et V est le vecteur w tel que w = AC, et ona: AB +BC=AC.
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AB + BC = AC

Soit A, B et C trois points non-alignés de I'espace.

— —
La somme des vecteurs AB et AC est le vecteur AD fel que ,ABDC est parallélogramme.

Applications

H G
On considere, ci-contre, le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH : .
— — :
M Montrer que: BC + BE = BH. el F
A Montrer que : AB 1 AH — AG. [ |
/D C
EA Montrer que : D¢ + C6 — AF. A !

Soit G un vecteur de V3 et o un réel.

Le produit de U par « est le vecteur, noté ad, tel que :
Sia=00ui=0,alors atd = 0.
Sia#0eti+0,alors les vecteurs G et al ont la méme direction, et ona:
Si o> 0 alors les vecteurs U et ad ont le méme sens, et Ha?” =ax ||7H

Si a < 0 alors les vecteurs G et ali ont des sens opposés, et [[a U || = -a x || T||.

ad *//////

a>0

- les vecteurs G et ad ont le méme sens. - les vecteurs G et al ont méme sens.

Soit U et V deux vecteurs de V3 et o et 3 deux réels.
a(d+ V) = al + av.
(v + B)d = ol + BU.
a(B4) = B(ab) = (aB)d.
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II- Vecteurs colinéaires dans l'espace

1- Deux vecteurs colinéaires

On dit que deux vecteurs U et vV de V3 sont colinéaires s'il existe un réel o tel que :

i=aV ou V=al

Soit A, B et C trois points de |'espace.

: . . . . v g
les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs /ﬁ et AC sont colinéaires, ou encore
/@ = a/ﬁ, ol « est un réel.

c B
B 1<a A -l<a<0
A c
- Les vecteurs AB et AC ont le méme sens - Les vecteurs AB et AC ont des sens opposés

Applications

Soit OABC un tétraédre. On considére les points I, E et F tels que : 2
251):&(, 3OAE)=O?+O_C> et ﬁzA_C)
¥ Montrer que : IF — —g(ﬁ + 0B+ OC.
A En déduire que les points I, E et F sont alignés. : ¢

2- Caractérisation vectorielle d'une droite

Soit U un vecteur non nul de V3 et A un point de I'espace.

L'ensemble des points M de I'espace tels que AM = oW, ol a un réel, est la droite (D) passant par A
et de vecteur directeur U, on la noté D(A, u).

MeD(A,0) = (3acR) AM=al

/ [D)_—"
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Corollaire

@ Une droite (AB) est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM = aAB, ol o un réel.

’é
A Deux droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si AB = aCD, oll o est un réel.

Applications

G
On considére, ci-contre, le cube ABCDEFGH. e '

Soit I et J les milieux respectifs de [BG] et [HG], et le point K tel
— 1=
que BK = ZBA'

Montrer que les droites (AJ) et (IK) sont paralleles.

III- Vecteurs coplanaires

1- Trois vecteurs coplanaires

Soit 4, V et w trois vecteurs non nuls de V3. On construit quatre points A, B, C et D tels que :
G—AB et Vv—AC et W=AD

On dit que les vecteurs U, V et w sont coplanaires si les points A, B, C et D appartiennent au méme
plan.

Plan

<i
o

Soit U, V et w trois vecteurs non nuls de Vs tels que U et V non colinéaires.

Les vecteurs G, V et w sont coplanaires si et seulement s'il existe deux réels a et 3 tels que :

W=al+pv

Plan
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Remarques

< Sionposeﬁ:ﬁ, \7:A_C>e‘r W:A_ls,onobfien‘r:/\_l)):a/ﬁjtﬁ/\_f
Alors, le couple («, 3) sont les coordonnées du point D dans le repere (AA?R)

2- Caractérisation vectorielle d'un plan

Soit U et V deux vecteurs non colinéaires, et A un point de I'espace.

L'ensemble des points M de |'espace tels que AM = adi + BV, ol o et 3 sont deux réels, est le plan (P)
passant par A et les deux vecteurs directeurs u et v, on le note P(A,d, V).

M eP(A,i,V) < 3 (a,5) €R?, AM = ad+ pv

Plan

(=

Remarques

o Sionposeﬁzﬁef V:R,onobfien‘r:m:a;ﬁ+ﬁﬁ.

Corollaire

Soit A,B et C trois points non alignés se l'espace.

Le plan (ABC) est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM = 0AB + SAC, oil a et /3 sont deux
réels.

Applications

On considére, ci-contre, le tétraédre ABCD.
Soit I et J les milieux respectifs de [AD] et [AB], et les points

E et F tels que : AF = CE et B.E)zéﬁ

¥ Montrer que IJ — BC + AF et BE=2T¢ + CA.

P En déduire que IS = 2TC + CF c
EA Montrer que les points I, J, C et F sont coplanaires. B
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Conndltre le cours

I- Repérage dans l'espace
Dans tout ce qui suit, V3 désigne I'espace vectoriel.
1- Coordonnées d'un point dans un repére
Soit A, B, C et D quatre points non coplanaires de I'espace.

_>
[¥ Lespoints A, B, C et D déterminent un repére cartésien dans |'espace, on le note (A, /ﬁ A_C> AD).

our Tout poin e lespace, il existe Trois reels uniques Xy, er zy Tels que :
P2 Pour tout point M de I'espace, il existe trois réels uniques xy, yy et zy tels g

AM = xMﬁ +yMA_(>I+ zMA_S

ZMF .

Ym

[ Les trois réels xy, yy et zy sont appelés les coordonnées cartésiennes du M dans le repére
/7 .
(A,Aﬁ,AC,AD), et on écrit M(Xm,Ym.Zm)-

[ xp correspond a I'abscisse, yy, correspond d I'ordonnée et zy correspond d la céte.

Remarques

& Le point M’ est la projection orthogonale de M sur le plan (ABC) parallélement & (AD).

Applications

On considére, ci-dessous, le tétraédre ABCD. b
Soit I le milieu du segment [BD], et J le centre de gravité du triangle
ACD.
— =2
Déterminer dans le repere (A,/ﬁ,AC,AD) :
¥ les coordonnées du point C.
P2 les coordonnées du point I. ¢

EX les coordonnées du point J. B
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2- Coordonnées d'un vecteur dans une base

Soit i, j et k trois vecteurs non coplanaires de V3.

les vecteurs i, j et k constituent une base de I'espace vectoriel, notée (i,j, k)

Pour tout vecteur U de Vs, il existe trois réels uniques xg, y; et z; tels que :
U = xgi +yg) + 25K
Les trois réels xg, y; et z; sont appelés les coordonnées du i dans la base (7] k), et on note

U(xg. Y. Zg)-

Soit U(x;y; z) et V(x';y’;2') deux vecteurs dans une base (TI E) de V;.

Les coordonnées du vecteur G+ V sont (x+x";y+y';z+2).

Pour tout réel o, les coordonnées du vecteur ai sont (ax;oay;az).
Soit A(Xa;Ya;2a) et B(Xp;Yyp; zg) deux points dans un repere (OTI I?).
les coordonnés du vecteurs AB sont (Xg = XA:Yg ~Ya; 2B~ ZA)-

, . . Xg + X +
Les coordonnées du point I le milieu de [AB] sont ( B ; A Ye 5 y"‘; a2 ; ZA).

Applications

On considere, ci-contre, le parallélépipede rectangle ABCDEFGH. H 7
— — :
W Vérifier que les vecteurs EA, EF et EH forment une base de V. E| ! F
% 1
A Déterminer Ies_c)oordcm;\ées de vecteurs ;@ -3[33 et A@ + EC oL -7
dans la base (EA,?,EH). /P
A B

II- Vecteurs coplanaires

1- Déterminant de trois vecteurs

Soit G(xX1;Y1521), V(X2;Y9:22) et W(X3;ys;23) trois vecteurs dans une base (T‘f E) de Vs.

X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3
Z1 Zo9 Z3

Le déterminant des vecteurs U, V et W, noté det(U,V, W), est le nombre réel , tel que :

X1 X2 X3

Yi Y2 VY3
Zy Zy Z3

X2 X3
Y2 VY3

X1 X3
z; Z3

Y2 VY3
Zo9 Z3

det (4,V,w) = = +X1 Y1 +Z
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Remarques

© La formule ci-dessus est obtenue par le développement par rapport a la premiére colonne.

& Il existe d'autres formules similaires pour calculer le déterminant : on peut développer un dé-
terminant par rapport a n'importe laquelle des trois lignes ou des trois colonnes. Par exemple : Si
on développe par rapport a la premiere ligne, on obtient :

L Ya Y Yi Y Yi Y
TR _ 2 Y3 | . | Y1 Y3 YL Y
det (U, V.W)=1Y, Ys Y3 X 2 [ 7 oz | T 2 2o
Z1 29 2Z3
2- Trois vecteurs coplanaires
Soit G(x1;Y1521), V(X2;Y9:22) et W(X3;ys;23) trois vecteurs dans une base (?J E) de Vs.

Les vecteurs U, Vet W sont coplanaires si et seulement si det(d,v,w) = 0.

Applications

Soit ui(-1;-2;0), u2(3;5;-1), uz(=5;-5; 5) et uy(0;-1;2) quatre vecteurs de V.
® Montrer que les vecteurs uj, Uz et U3 sont coplanaires.
Al Montrer que les vecteurs uj, U3 et uj sont non coplanaires.

IIT- Droites dans |'espace

Dans tout ce qui suit, 'espace est muni d'un repere orthonormé (O;T; i k).

1- Représentation paramétrique d'une droite

Soit (D) une droite passant par un point A(xa;Y,;za) et de vecteur directeur t(a; 3; 7).

& Soit M(x;y; z) un point de I'espace, ona:

X=Xp=af X =Xp +at
Me(D) < (3teR) AM=ti<s (3t€R) { y-y, =t < (3tcR) { y=y,+ 5t
z-zp =1t Z2=12z5+~t

Soit A(Xa;Ya;Za) un point de I'espace et («;3;7) un vecteur de V.
La droite (D) passant par A et de vecteur directeur G admet un systeme d'équations, appelé repré-
sentation paramétrique, de la forme :

X =Xp +at
(D): y=ya+8t /teR
Z=12p+~t

Applications

Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par les deux points A(2;0;1) et
B(2;3;2).

Pr. Yassine Aouami v ﬁ X-Mathématiques


https://www.facebook.com/X.maths01

2021 « 2022

Chapitre 12 ¢ Géométrie dans l'espace 1

2- Deux équations cartésiennes d'une droite

Soit A(Xa;Ya;Za) un point de 'espace et G(a; ;) un vecteur de V.
Ladroite (D) passant par A et de vecteur directeur G admet un systéme de deux équations cartésiennes

de la forme :
Si afy#0,0na: XA _
a B v

Sia=0et fy#0,0na: { B

Sia=0et 3=0,0na: {x:xA
Y=Ya

Applications

Déterminer deux équations cartésiennes de la droite (D) passant par A et de vecteur directeur d dans

chacun des cas suivants :
W A(1;5;-2) et d(-2;3;1).
A A(3;-2;0) et d(2;0;-1).
ER A(-1;-2;8) et 1(6;0;0).

IV- Plans dans I'espace

1- Equation cartésienne d'un plan

Soit (P) un plan passant par un point A(Xa;y4;za) et de vecteurs directeurs U(a; 8;7) et V(o/; 8/;7).

& Soit M(x;y;2) un point de I'espace, ona:

(x-x4) a o
Me (P) — deT(A—NK;G;V):O@ (y-ya) B B |=0
(z-24) v 7
!/ / /
= x| 50 eva | 08 | G|
< ax+by+cz+d=0
!/ !/ /
ol a—'g g, et b=- 3 ,O;, et c= g g, et d=-(axa + by, +cza).

Soit A(Xa;Ya;Za) un point de 'espace et G(a; ;) et V(o/; 3';7') deux vecteurs non colinéaire de V3
Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs U et V a une équation cartésienne de la forme :
ax+by+cz+d=0

/! / !/
ol a:'g g, et b=- 3‘ :, g g, et d=-(axa +by, +cza).

L'ensemble des points M(x;y; z) de I'espace tels que ax + by +cz+d =0, ol (a;b;c) # 0, est un

et c¢c=

plan de I'espace.
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Applications

Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par A(1;2;3) et de vecteurs directeurs

U(v/2;0;-1) et v(0;1;v2).

2- Représentation paramétrique d'un plan

Soit (P) un plan passant par un point A(xa;ya:2za) et de vecteurs directeurs U(a; 8;7) et V(o/; 8/;7).
& Soit M(x;Yy; z) un point de l'espace, ona:

Me(P) = (3(hity)er?) AM = 110 + 1oV

X-Xp=at; +a'ty
— (3 (h;T2)€R2> Y-Ya =Bt + Bt
z-2z54 =7t +9't

X =Xp+at; —|—O/T2
= (3t eRY) { y=ya+Bh 5
Z=12p+7t1 +9't2

Soit A(Xa;Y4;Za4) un point de | 'espace et G(w; 8;7) et V(a'; 5';9") deux vecteurs non colinéaire de Vs.
Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs U et vadmet un systeme d'équations paramétriques,
appelé représentation paramétrique de la forme :

Y=Ya+Bt1+ 8% /(t1;t2) € R

X =Xp +at; +a'ty
(P):
Z=12p+t1 +7'19

Applications

W Déterminer une représentation du plan (P) passant par A(5;5;5) et de vecteurs directeurs

U(0;0;-1) et v(v/5;1;/5).

A Déterminer une représentation du plan (Q) d'équation cartésienne 2x -y +4z-1=0.

V- Positions relatives de droites et plans

1- Deux droites

Soit D(A, ) et A(B,V) deux droites de I'espace.
Les droites (D) et (A) sont paralléles si et seulement si les vecteurs U et V sont colinéaires.
1.

Les droites (D) et (A) sont coplanaires si et seulement si les vecteurs AB, i et v sont coplanaires.

Applications

Soit M(1;-3;2) et N(0;-1;1) deux points, et (A) la droite de représentation paramétrique :
X=1+4+1%
y =2t /t eR
z=-1-1

W Déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur de chacune des droites (MN) et (A).
A les droites (MN) et (A) sont-elles paralléles? coplanaires?
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2- Deux plans

Soit P(A,G,V) et Q(B,u/;v') deux plans de | ‘espace.
Les plans (P) et (Q) sont paralléles si et seulement si les vecteurs 4, V, u’ et v/ sont coplanaires, ou
encore :

=
/

det(G,V,u) =0 et det(d,vV,v/)=0

Remarques

& Siles plans (P) et (Q) sont sécants, alors leur intersection est une droite.

Applications

W Etudier la position relatives des plans (P) et (Q) des équation respectives -2x + 2y -4z-1 =0
et x-y+2z=0.

A On considére les deux plans (P): x-y +2z+1 et (Q):x-4y+3y =0
(A Prouver que les droites (Q) sont sécants.
W Déterminer une représentation paramétrique de la droite de leur intersection.

3- Droite et plan

Soit D(A, ) une droite et P(B,V;w) un plan de | ‘espace.
La droite (D) est paralléle au plan (P) si et seulement si les vecteurs U, V et W sont coplanaires; c'est
adire :

det(d,v,w) =0

Remarques

< Si (D) est paralléle au plan (P), et il existe un point de (D) appartient a (P), alors la droite (D)
est incluse dans (P).

Applications

M Etudier la position relative des plans (P) et (Q) des équation respectives -2x +2y-4z-1=0 et
X-y+2z=0.

A On considére les deux plans (P): x-y+2z+1 et (Q):x-4y +3y =0
(A Prouver que les droites (Q) sont sécants.
M Déterminer une représentation paramétrique de la droite de leur intersection.

Soit (D) une droite de vecteur directeur i(a;3;v) et (P) un plan d'équation ax + by + cz+d = 0, ol
(a;b;¢) #0 de | 'espace.

La droite (D) est paralléle au plan (P) si et seulement si ao+bj + ¢y = 0.
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Applications

On considere le plan (P) : 3x-2y + z+5 =0 et la droite (D) de représentation paramétrique ::

X =2
y=-1+1% /teR
z=-1-+2¢

Etudier la position relative de (P) par rapport & (D).
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