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Dérivation

l. Dérivabilité en un point
1. Nombre dérivé

Définition

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert | eta un pointdel.

On dit que la fonction f est dérivable en a s’il existe un nombre réel |  tel que
lim L;(a) =leR .Lenombre | s’appelle le nombre dérivé de la fonction fen a et se note f'(a)
X—a X_

et on écrit f '(a) = lim

X—a

fF(x)-f(a)
X—a

Exemple :

Soit f une fonction numérique définie par f(x) =2x?+2x

Montrer que la fonction f est dérivable en a=1 puis déduire le nombre dérivé en 1

. . . f)-f(@
Calculons la limite suivante : '}”}%
_ 2 _ _
ona limt X =T _ o x2+2x=3 . (X-DX+3) i3y
x—1 X _1 x—1 X — 1 x—1 X _]_ x—1

Donc la fonction f est dérivable en 1 et le nombre dérivé en 1 est 4, et on écrit f'()=4

Remargue :
Si lim1 ) =1(@)
X—a

X—a

=0 alors f n’est pas dérivable en a

Application @

Etudier la dérivabilité de f en a dans les cas suivants :

f(x)=3x+1 ;a=1 f(X):xj(;zlx; a-0 f(x)=Vx-3 ; a=4

2. Interprétation géométrique -Equation de la tangente

Introduction

Soit f une fonction numérique, dérivable en a et soient M (x, f(x))et A(a, f(a)) deux points de la

_f(x)-f(@)

courbe. Le coefficient directeur de la droite (AM) est : « "
X_

Si le point M se rapproche du point A (x tend vers a), alors la droite (AM) confondue avec la
droite (T) de coefficient directeur f '(a)
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La droite (T) s’appelle la tangente de la courbe (Cr) en A(a, f(a)).

L’équation de la droite (T) est comme suit : y= f '(a)(x—a)+ f(a)

fix)
fapf---—
—

/o a x -

Proprieté

Soit f une fonction définie sur I et dérivable en a signifié géometriquement que la courbe C, admet
une tangente (T)en a d’équation : (T):y= f'(a)(x—a)+ f(a)

F(a)

\

Exemple

Soit f une fonction définie par f(x)=2x-3

Montrons que f est dérivable en 2 puis interpréter les résultats géométriqguement

im f(x)— f(2) _ lm 2x—3—(4-3) _lim 2Xx—4 _lim 2(x—2) _5
—2 X—2 X—>2 X—2 x—>2 X —2 X—>2 X—2

o —

Donc f est dérivable en 2.

Géomeétriguement :

La courbe de la fonction admet une tangente en un point A(2, f (2)) avecf (2)=1

onc I’équation de la tangente est: y = f'(2)(x—-2)+ f(2)=2(x-2)+1=2x-3

D

Application @

Déterminer 1’équation de la tangente de la fonction f en un point d’abscisse a dans les cas
suivants :

a) f(x)=4x2-5x+3 ;a=1

b) f(x):XT+1 a=-1

c) f(x)=vx+1-4;a=3
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Il. Dérivabilité a gauche et a droite
1. Définition

Soit f une fonction numérique définie sur | et soit ael .

On dit que f est dérivable a droite de a si Iim—f B= e,
X—a X_a

x=a

=l eR.Le nombre | s’appelle le nombre

fO)-f(a)

dérivé de la fonction a droite de a et se note f,'(a) et on écrit f,'(a)=Ilim
X—a X_a

X=a

On dit que f est dérivable a gauche de a si IimL;(a)
X—a X_

X<a

=1'eR.Le nombre |' s’appelle le

nombre dérivé de la fonction f a gauche de a et se note f,'(a) et on écrit f_ '(a) =lim———— f)-1()
X—a X—a

Propriéte :
Soit f une fonction numérique définie sur | etsoit ael.

Ondit que f estdérivable en a sietseulementsi f estdérivable a droite et a gauche de a et
f,(a)=f,(a)etdans ce cas on écrit f'(a)="f,"'(a)="f,"(a) .

m
X
®
3
)

Soit f une fonction définie par f(x)=|x| ; a=0
ona limTO=FO _ i MZO_ iy x

x—0" Xx—0 x=0" X=0 x-0" X

(x20:>|x|:x)

Donc f estdérivable a droitedeOetona f',(0)=1.

Etona lim f(x)—f(O)_|m|X| 0—Iim_—X:—l (x<0=|x=-x)
x—0~ X—0 x->0" X—0 x-0 X

onc f estdérivable a gauche deOetona f' (0)=-1.

r £',(0)= f',(0) donc f n’est pas dérivable en 0.

D
O
Application @
O

n considere les fonctions suivantes : f(x) =x>—x et g(x) = x|x—2|

1) Etudier la Dérivabilité de la fonction f en0
2) Etudier la dérivabilité de la fonction g en 2

2. Interprétation géométrique

Propriéte
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*  Si festdérivable a droite de a alors C, admet une demi-tangente (T) a droite en a
d’équation (T):y=f,'(@)(x—a)+ f(a)

*  Si festdérivable a gauche de a alors C, admet une demi-tangente (T) a gauche en a
d’équation  (T):y=f '(@)(x—a)+ f(a)

Application @:

f)=x>+1 ;x>-1

Soit f une fonction numérique définie par
f(X)—x2+x+2 ;x<-1

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f en -1
2) Interpréter les résultats graphiquement

Propriéte :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et soit ael

* Si IimM =+ooalors f n’est pas dérivable a droite en a et C, admet une demi-
X—a X_a

X=a

tangente (T)a droite de a d’équation x=a dirige vers le haut.

* Si IimM =—ooalors f n’est pas dérivable a droite en a et C, admet une demi-
X—a X_a

X=a

tangente (T)a droite de a d’équation x =a dirigé vers le bas.

* Si IimM=+ooa|0rS f n’est pas dérivable a gauche en a et C, admet une demi-
X—a X—a

X<a

tangente (T)a gauche de a d’équation x=a dirigé vers le bas.

* Si |imM=—ooa|Ol’S f n’est pas dérivable a gauche en a et C, admet une demi-
X—a X—a

X<a

tangente (T)a gauche de a d’équation x =adirigé vers le haut.

Exemple :
Soit f une fonction définie par f(x)=+/x
Etudions la dérivabilité de f a droite de O

ona jim f(x)—f(O):Iim&—o_ .1
X—0 x—0" X—0 x—0" /X

x—0"

Donc f n’est pas dérivable a droite de O ; donc la courbe de la fonction f admet un demi-tangente
d

’équation x=0 et dirigé vers le haut.

Application ®

Soit f une fonction numérique définie par f(x)=+/x2—4

Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite de 2 ; puis interpréter les résultats.
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ITl. Fonction dérivée
1. Dérivabilité sur un intervalle

Définition

Soit f une fonction numérique definie et derivable sur un intervalle I ouvert.

On ditque f est dérivable sur I s’clle est dérivable en tout point de I’intervalle I

Remargue :

e La fonction polynomiale est dérivable sur R
e La fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle de son ensemble de définition.

e La fonction de la tangente est dérivable sur R—{%Jr kzlke Z}

Exemples :
e f(x)=x>-5x?+2 :estune fonction polynomiale alors est dérivable sur R
e f(x)= :—Jr;  est une fonction rationnelle alors est dérivable sur R —{2}

f(x) =+/x : est dérivable sur ]0;+o .
f (x) = cos(x) : est dérivable sur R
f (x) =sin(x) : est dérivable sur R

2. Fonction dérivée d’une fonction sur un intervalle

Définition

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle I.

La fonction qui associée chaque nombre réel x de | par le réel f'(x) s’appelle fonction dérivée de

_ T =Y
la fonction f sur |l et se note f'; eton ecrit ,
X f'(x)

Exemple :

On considere la fonction f qui est définie sur R par f(x) = x2

— 2 __ 2 _
Soit x, € R. Ona lim X7 100) - i X% oy XEX)XEX) iy =0y
X=X X=X, X% X=X, X% X=X, X—>Xg

Donc f est dérivable en x, et le nombre dérivé est f '(x,) =2x, (I’'image de x, par la fonction f'

Par conséquent f est dérivable sur R et (VxeR); f '(x) =2x

>

pplication ®

Soit f fonction définie sur R par f(x)=2x*

Montrer que (VxeR); f (x) =6x2
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3. Fonctions dérivées des fonctions usuelles

Fonction f D, La derivée f' D;.
fixsk ; (keR) R f':x—0;(keR) R
fix—x R flix—1 R
f x> ax R frix—a R
f:xx" ;(neN¥) R frixi>nx" 5 (neN¥) R
f:xr—>1 R* f'ZXH_—l R*
X X2
. n * R* n+1l * ]R*
f:x>1/x" (neN¥) f': x> -n/x"" (neN*)
fixis/x R* Fw s 1 R’
24/x
f : x> sin(x) R f "1 X cos(x) R
f : X cos(x) R f': x> —sin(x) R
f 1 x> tan(x 1
() R-AZ ikrlkeZ f' x> 1+tan?(x) = R-1ZkrlkeZ
2 c0S2(x) 2
Exemple
f(x)=x> Ona f une fonction polyndme donc est dérivable sur R .
Donc (vxeR); f'(x)=(x")"=5x"
1 . . -
f(x) = : on a f une fonction rationnelle donc est dérivable sur D, =R* ;
Donc f'(x)=(i] &
X2 X
4. Opération sur les fonctions dérivées :
Propriéte :
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Si f et g deux fonctions dérivables sur un I alors la fonction :

o f+g estdérivablesur I etona (Wxel);(f+g)'(x)=f'(x)+g'(x)
o kf est dérivable sur I etona (Vxel);(kx f)'(x)=kx f(x)
e fxg estdérivablesur I etona (Vxel);(fxg)'(x)=f'(x)xg(x)+g'(x)x f(x)

o% est dérivable en tout point de | telle que f(x)#0 etona (Vxe I);(%]'(x) _ —ffzé():;)

oSi f estpositive alors \/f est dérivable sur | etona (vxe I);(ﬁ)'(x): ;\%)

o f" estdérivable sur | etona (vxel);(f")(x)=nxf'(x)xf"(x) (neN")
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o ' est dérivable en tout pointde | telle que g(x)=0 etona (vxe I);[ij :“9—_29”
g g g

Application @ :

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur etl déterminer sa fonction dérivée f'
fO)=@C+2Vx ; 1 =R ; f(x)=vx2—2x+2 ; 1=R
fX)=(x*-1D°; 1=R X f(X) = —— =1L+

(9=0-1) =gy o 1=t
2x*
f=—"—5 1=R-{2}
(x+2)

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur | et soient a et b deux nombres réels.

Soit J I’ensemble des nombres réel x tel que (ax+b)eJ .

La fonction x> f (ax+b) est dérivable sur 1 etona (vxeJ);(f(ax+b)) =af '(ax+b)

Application®

Calculer f'(x) dans les cas suivants :
®f (Xx) =sin(3x+2) ;o ®f(x)=tan(2x-1) ; ®f(x)=cos(2x2—4x+1)

5. Dérivées successives d’une fonction

Définition

Soit f une fonction dérivable sur I.

eSi f' est dérivable su I alors sa dérivée s’appelle la dérivée seconde de la fonction f sur | et se
note f"

eDe méme on peut définir la dérivée a ’ordre n (n>2) et se note f™ telle que :
(vxel); fOx)=(f"?)

Application @

Déterminer la dérivée seconde et la troisiéme dérivée de la fonction f(x)=3x>-2x2+5

IV. Applications de la dérivation
1. La fonction dérivée et sens de variations

Propriété :
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Soit une fonction f' dérivable sur un intervalle I et x un élément de |

* Sif'(x)=0, alors la fonction est constante sur |

*¥* Si f'(x)>0 alors la fonction f est strictement croissante sur |I.

¥ Si f'(x)=<0 alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

Exemple :

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur R par f(x)=x>+3x2+3x+1
Ona (vxeR); f'(x) =3x2+6X+3 =3(x2+2x+1) =3(x +1)?

On résoudre 1’équation f'(x)=0

f'X)=0=3(x+1)2=0=x+1=0=x=-1

Donc f'(-1)=0 ; Or (vxeR);(x+1)2>0

Donc la fonction f est croissante sur R

Tableau de variations :

x — o0 —1 —+co
S (x) —+ 0 —+
/ o
S (x) / O

Application®©

Etudier les variations de la fonction f dans les cas suivants :

2x+1

®f (x) =x>—6x+1 : ®f(x)=
(X) (X) x4

2. Extremum d’une fonction dérivable

Propriéteé :

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle 1 et ae|l

e Si f admet un extremumen a alors f'(a)=0
e Si f'(a)=0 et f' change le signe en a alors f admet un extremumen a .

Remargue :

Si f'(a) =0n’implique pas forcément que f admet un extremum en a.

%
* Si f'(a)=0 alors la courbe de la fonction f admet une tangente horizontale en un point

A(a, f(a))
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Exemple :

On considére la fonction f définie et dérivable sur R par f(x)=x*-2x*+1
Ona (vxeR); f'(x) =4x>—6x2=2x2(2x—3)
O

r (vxeR);2x2>0 ; alors le signe de f'('x) est le signe de 2x—3
3
f'(x)=0< x=0 Ou x=>

Tableau de variations

r |—o0 0 ~+o00

f'(x) - 0 —
—+0o0
f@)|

O Nlw

_|_

e

Ona f'(0)=0 mais f(0)=1 n’est pas un extremum car f' ne change pas le signe en 0

1\_1

1

—t

(o]

f'(gjzo et f' Change le signe en % donc f admet une valeur minimale (extremum) en % qui

est —— .
16

Application @@

2X
X2+1

Soit f une fonction numérique définie par f(x) =

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f .
2) Déterminer f'(x) pour tout x e D,

3) Etudier les variations de la fonction f
4) Dresser le tableau de variations de la fonction f .
5) Déduire les extremums de la fonction f .

V. Equation différentielle y'+«’y=0

Définition

Soit weR

Une équation différentielle, est toute équation y"+’y =0 dont I’inconnu est la fonctiony ety" sa

dérivée secondaire.

vxeR , toute fonction f dérivable deux fois sur R et vérifie I’égalité f "(x)+ o’ f(x)=0

s’appelle la solution d’équation différentielle y"+w’y =0 .
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Exemple :

y"+4y =0 : Est une équation différentielle telle que w=2

SN NS

{ Propriété

Soit weR

La solution générale de 1’équation différentielle y"+ o’y = 0 est I’ensemble des fonctions y définies

SUrr par: y:x— acos(wx)+Asin(wx)ol aeR et geR

Application @@
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y"+16y =0 ; y'=-y ; 2y"+9y=0

<
Il
o

A % % 20 R e Ve Vo Ve R R P 20 20 e M R R P P P e M M P e VA Y20 20 e M P P W Ve e Ve M M e 2 20 20 20 2 T T P W W Ve T R e e M R e e M

TR A AL a4l el el ol ol ol el el el ol ol oV alv oVl oV ol Val oV ol vl Vel VeVl el ol Vel vl vl el vl Vel vl valval vl Vel

|5/J‘J‘J‘J‘J‘J‘lJ‘J‘lJ‘J‘J‘J‘J‘J‘J‘J‘IJ‘J‘J‘J‘J‘J‘IJ‘J‘J‘IJ‘J‘IJ‘J‘J‘J‘J‘IIJ‘IIJ‘IIJ‘J‘J‘J‘J‘¢¢I/’l‘




