Tronc Commun

Série 2 : Etude de Fonctions

Corrigé de I’exercice 1 :

1. Soit xeR ,ona:

> —xelR
_—10(=x)  10x  —10x
[> f( x>_1+<_x>2_1+x2_ 1+x2_ f(x>
—xeR
Donc pour tout x de R ,ona:
P ! {f<—x>=—f<x>

D’ou f est une fonction impaire

2. Soit xeR :
Ona:

e)s= 10 o —10x—5-5x*  —S(¥+2x+1)  —5(x+1)
I B 1+ x7 B 1+ x7 S

. —5(x+1)
Puisque %go alors f(x)<5

De plus ,il est clair que f(—1)=5 ( st non vous pouvez résoudre I’équation

7 ()= 5 )pour
Et par suite tout x de R ,ona: f(x)<f(-1)

On conclut que f(—1)=5 est la valeur maximale de fsur R

3. a) Soient a et bdeux réels distincts, on a :

—10a  —10b
fla)=f(b) _ 1+a® 1+5°
a—>b a—>b
~10a(14b)+10b(1+a’)

<1ﬁ—a2)(1ﬁ-b2)(a——b)
10(—a——ab2ﬁ-b-kba2>
(1+a*)(1+0°)(a—b)
10(—(a——b)ﬁ-ab(a——b»
(1+a*)(140%)(a—b)
IO(a——b)(ab——l)
<1ﬁ—a2)(1ﬁ-b2)(a——b)
10(ab—1)
(1+-a2>(1%-b2>
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fla)—f(b)  10(ab—1)
a—b  (1+a*)(1+0)

Donc pour tout a er b deux réels distincts , on a :

b)
> étudions la monotonie de la fonction f sur [0,1] :
ona:10>0 et (1+a’)(1+5*)>0

0<a<l1
etona:
{0 <b<l
Donc 0<ab<1
Donc ab—-1<0
Et puisque a = b alors ab—1<0
N —f(b
Doy Fa) =/ (0)
a—>b
Et par suite f est strictement décroissante sur [0,1]

<0

> étudions la monotonie de la fonction f sur [1,4o0] :
ona:10>0 et (1+a’)(1+5°)>0

a>1
etona:
b

Donc ab>1
Donc ab—-1>0
Et puisque a = b alors ab—1>0

D’ou —f(a>_f(b)>0
a—>b

Et par suite f est strictement croissante sur [1,+o0]

4. On a f est une fonction impaire
> Puisque f est strictement décroissante sur [0,1] alors f 1’est aussi sur [—1,0]

> Puisque f est strictement croissante sur [1,+oo| alors f 1’est aussi sur |—oo,1]

D’ou, le tableau de variation de f

r [—o -1 1 +oo

f@| 5\_5/
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Corrigé de I’exercice 2 :

X

L. f(x)=

D, ={xeR/x—1=0}={xeR/x=1}=]|-00,1[U]l,+00]

x—1

2. Soient a et b deux €él€éments distincts de D, ,ona:

a b
fla)=f(b) 41 b1
a—>b a—>b

ab—a—ab+b
__(a=1)(b=1)
B a—>b

—(a-b)

(a——l)(b——l)(a——b)

-1

(a=1)(b-1)

Donc pour tout @ er b deux €léments distincts de D, : — =

Sur |—oo,1

Onaa<letb<l
Donc a—1<0 et h—1<0

Donc e S <0

(a—1)(b—1)
fla)~£(b)
a—>b
Et par suite f est strictement décroissante sur |—oo, 1

Donc <0

Sur J1,+o0] 2

Onaa>letb>1
Donc a—1>0¢et h—1>0

Donc _—1 <0

(a—1)(b-1)
fla)~£(b)
a—>b
Et par suite f est strictement décroissante sur |I,+oc]

Donc <0

3. Le tableau de variation de f :
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r |—o0 1 —+o0

fa) | N\

4. Ona \/56]1,—1—00[ , \/56]1,—1—00[ et V2 <43

Puisque f est strictement décroissante sur [1,+oo| alors f (\/5) > f (\/5)

NG V3
Et par suite > .
P -1 o

Corrigé de I’exercice 3 :

1.
> D, ={xeR/x-2=0}={xeR/x=2}=]-00,2[U]2,400]
> Soit xe D, ,on a:
2 x—242 X
1 = = =
+x—2 x—2 x—2 g(x)
Donc pour tout x de D, : g(x)=1+ 22
—
2.

> f(x):xz—Zx
Ona:a=1donc a>0

b —(=2) -
Etona: = 20) =1 et f

r |—o0 1 400

fa) \_1/
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Déterminons les points d’intersection de (Cf> avec I’axe des abscisses :
Résolvons dans R I’équation : f(x)=0

f(x)=0 équivauta x’—2x=0

f(x)=0équivauta x=0 ou x=2

Et par suite : (C,)n(0x)={A(1,0): B(2,0)}
Déterminons les points d’intersection de (C f) avec I’axe des ordonnées :
Calculons f(0) :
Ona: f(0)=0
Donc (C,)n(0y)={0(0.0)}
Déterminons les points d’intersection de (C ) avec I’axe des abscisses :

4

Résolvons dans R—{2} I’équation : g(x)=0

g(x)=0 équivaut a =0

X —

N

g(x)=0 équivauta x=0
Et par suite : (C,)n(0x)={0(0.,0)}
Déterminons les points d’intersection de (Cg) avec I’axe des ordonnées :
Calculons g(0) :
Ona: g(0)=0
Donc (C,)n(0y)={0(0.0)}
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s

5. Résolvons dans R—{1} I’équation : f(x)=g(x)

f(x)=g(x) équivaut a x* —2x=—"

x—2
équivaut a x(x—z)—xfzzo
équivaut a x (x—z)—xizlzo
équivaut a x w]:o
x—2

équivauta x=0 ou x=1 ou x=3
et par suite (C,)n(C,)={A(1.—1);0(0,0);D(3.3)}
6. graphiquement I’inéquation f(x)< g(x)équivaut a déterminer les intervalles dont on a
(Cf)est au-dessous de (Cg)
c-a-d §=[0,1]U]2,3]
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_ I
X -2
a) D,={xeR/|x-2=0}={xeR/|x=2} =R—{-2,2} =]-00,~2[U]-2,2[U]2,+o0]

7. h(x)

b) Soit xeD,,on a:

> —xeD, (car D,estsymétrique par rapporta 0)

> h(—x)= |_|;|)i|2 = |x||)i|2 = h(x)

D tout x de D —reDy
onc pour tou e D,ona:
b Ea VTG RS
D’ou la fonction & est paire
¢) Soit xeR*—{2},ona:

x>0

x| = x

h@)—ﬂ— a

_|x|—2_x—2:g<x) car {

Donc h(x)=g(x) pour tout x de R" —{2}

d)

s
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D'

b) le nombre de solutions de I’équation k(x)=mest le nombre de points
d’intersection de (C,)et 'axe (A,):y=m
> Si m<0 :1’équation n’a pas de solutions
> Si m=0 :1’équation admet deux solutions
> Si 0<m<1 :1’équation admet 4 solutions
> Si m=1 : I’équation admet 3 solutions

> Si m>1 : I’équation admet deux solutions

Corrigé de I’exercice 4 :

> D, ={xeR/x+1=0}={xeR/x=—1}=]-00,—1[U]-1,+oq|
> Soit xe D, ,on a:

6 3(x+1)-6 3x+3-6 3x—3
x+1 x+1 x+1 x+1

g(x)
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Donc pour tout x de D, : g(x):1+L

> f(x)=x"—2x+1

Ona:a=1donc a>0

b —(=2) =D\ _ iy
Etona: 2~ 20) =1 et f 2a]_f<1)_0
€T —00 1 400
@] N\
0
_ 3x-3
> g(x)— x+1
Ona:‘i _13‘:6 donc 3 _3>0

g N S

> Déterminons les points d’intersection de (Cf> avec I’axe des abscisses :
Résolvons dans R I’équation : f(x)=0
f(x)=0 équivauta x> —2x+1=0
f(x)=0 équivaut a x=1
Et par suite : (C,)n(0x)={A(10)}
> Déterminons les points d’intersection de (C f) avec I’axe des ordonnées :
Calculons f(0) :
Ona: f(0)=1



Tronc Commun
Série 2 : Etude de Fonctions

Done (¢, ) (0y) — (0.1}
> Déterminons les points d’intersection de (Cg) avec I’axe des abscisses :
Résolvons dans R—{—1} I’équation : g(x)=0

3x—3
x+1

=0

g(x)=0 équivaut a
g(x)=0 équivauta x=1
Et par suite : (C,)n(0x)={A(1,0)}
> Déterminons les points d’intersection de (Cg) avec I’axe des ordonnées :
Calculons g(0) :
Ona: g(0)=-3
Donc (C,)n(0y)={C(0,-3)}

10+

-8 -7 6 5 -4 -3 -2 -1 ¢ A 2 3 4 5 6 71 8 9 i
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5. Résolvons dans R—{-1} I’équation : f(x)=g(x)

f(x)=g(x) équivaut a x* —2x+1= 3;;13
.. < S(x—l)
ta (x—1Y -2 =0
équivaut a (x—1) o
équivaut a (x—1)|(x—1)— illzo
X
7 . N X2—4
t -1 =0
équivaut a (x—1) x—l—ll

équivauta x=-2 ou x=1 ou x=2
et par suite (C,)n(C,)={A(10):E(-2.9);F(2,1)}
6. graphiquement I’inéquation f (x)> g(x)équivaut a déterminer les intervalles dont on a
(C_f)est au-dessus de (Cg)
c-a-d § =|—o00,—2|U]-11JU[2,+oq

7. h(x):M
|x|—|—1
a) Dh:{xe]R/|x|+17:0}:R (car pour tout x de R, ona: |x/+1=0 (Id>0))
b) Soit xcR,ona:
> —xeR
3-8 33
|—x|-|—1 |x|-|—1

> h(—x)

h(x)

—xeR
Donc pour tout x de R.ona:
{h<—x> = h(x)
D’ou la fonction & est paire
¢) Soit xcR",ona:
3] -3 3x-3
h = = —_=
(x) |x|+1 . g(x) car «h

Donc h(x)=g(x) pour tout x de R*

x>0

x|:x
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d)

A
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b) le nombre de solutions de 1I’équation k(x)=mest le nombre de points
d’intersection de (C,)et 'axe (A,):y=m
> Si m<0 :1’équation n’a pas de solutions
> Si m=0 : 1’équation admet une seule solution

> Si m>0 :1’équation admet deux solutions

L

2D<K



