TD LIMITE DUNE FONCTION
EXERCICES D’PPLICATIONS ET DE REFLEXIONS AVEC SOLUTIONS

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

LIMITE D UNE FONCTION

} 1

. , . 2

Exercicel : déterminer : |IngX +X+2+?
X—>!

) 1
Solution : ona: Ilmx +X+2=2 et |Im—:+oo
x—>0X

: 2 1
Donc : limx® +X+2+—= =+
x—0 X

. ) . x—=1{x
Exercice?2 :Soit la fonction f : x — &

x2-1
Déterminer |XILT} f(x) et |XILT} f(x)
X1 x=<1
Solution : vxe R—{-1,1}
Si:x=1:f(x)= (x-1)x _ x
(x-1)(x+1) x+1
Donc : lim f (x )_Iimizl
oy lx+l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x=1)x __ X
(x-1)(x+1)  x+1
Donc : lim f (x)=|im—iz_l
oy lox+1 2

Remarque : lim f (x) = lim f (x)

x—1 x—1
x>-1 x<1

Exercice3:

1-x si x=<1
f(x)= 2
x sl x>1

*
1

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
définie par Morceaux comme suite :
fiR—>R
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xm1-xsix <1

X x2six > 2

Déterminer graphiqguement les limites de la
fonction f a droite et & gauche de 1.
Exercice4 : Soit la fonction g définie par :
g R—-R

xH2x?-x+3six21

xe -—x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

(x+1)2

Exerciceb :Soit la fonction f : x — | . 1|
X i

Etudier la limite de fen x, =-1

Solution :Déterminons lim f (x) et lim f(x) »
x—>-1 x—>-1

x>==1 x<-1

Solution : vxeR—{-11}

(X+1)2 _x+1
|x+]“x—]4 x—1

X+1

Si: —1<x<1: f(x):

Donc : lim f (x )_Ilm———O
ey o x-1
Si:x=<-1: f(x)= (x+1)° _x+1

[x+1x-1 x-1
Donc : lim f (x)=lim X—+1 =0
x——1 Xx—>-1 ¥ — 1

x=<-1 x=<-1

donc : lim f(x)=lim f (x)=0donc : lim f(x)=0

x—-1 x—>-1 x—-1

x=—1 x=<-1
lim x2—+/x
X—>+00

Solution :on a lim x2=+o; lim - /X = —o0

X—>+0 X—>+0

Donc Formes indéterminée :

lim x2— /X = lim x{l—iﬁjz lim xz(l_LJ

X—>+00 X—>+0 X X—>+0 X X

Exercice6 : déterminer :

ll+w_<x>ll

puisque : lim ——O et lim x2=+ow0

X—>+00 X ' X—>+00

=




alors : lim xz—\/;:+oo

X—>+0

. L x*+1
Exercice? : déterminer :1) lim——
x°+1
2) lim
X~>+oo(x 1)

3) lim 2x° +x* —x+4

X—>too

Solution : 1)ona: IxirT}(x—l)2 =0" et lim X +1=2

x*+1
Donc : lim 5 = +00
t(x-1)
1
3
3 X £1+3j 1+—
. B X)) X
2)0na. lim = lim = lim x

etona: lim 13_Oet Ilmi_O et I|m1+i:1

X—>+0 ¥ X—>+0 X X—>+00 X
. 1 . x4l .
et liml-==1 ponc: lim =+ car lim x=+w

X—>+00 X X400 X _1 X—>+00

3) lim 2x° +x2 —x+4= lim 2x® 1+i—i+£3
X X0 2X  2X2 X

1

2 1
ona: lim —= lim —= lim —=0 et
X+ X X—>+00 2X x40 2%

lim x® =+ donc lim 2x* + X% —X+4 =+

X—>+00 X—>+00

lim 2x3 +x2 = x+4 = lim 2x® 1+i—i+£3
X X—>=o0 2X  2x%2 X

-Iim2—lim1—lim1—0t
ona. X—>—0 X3_X~>—oo 2X2 T oo 2X_ €
lim x® =—0 donc lim 2x* + x> —x+4=—

X—>—00 X—>+00

) . 3x+1
Exercice8 :calculer lim———
x-1" X° +X—2

Solution :on a:lim3x+1=4ona:limx*+x-2=0"

x—1" x—-1"

X ‘—oo -2 l4— 4oo
I [
x2+x—2 ‘ —
t0- 0@
. 3x+1
Donc lim ————— =+
x-1" X7 4+ X—2
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Exercice9 : Déterminer les limites suivantes :

2 4
1) lim 2x+5x*-7x*  2) lim 2X+5X—7X
Xt xow X —10X% +14x°
_3x+8x°-2x° . 3x2—X
xomo X7 42X x>1 2X° +2X—4
5) lim YAX+1-3 Jax+1-3

x>2 x> —3X+2
Solution : 1) lim 2x+5x* - 7x* = lim-7x* = -0

2X+5x2=7x* .. -Ix* . —x
2) lim — 3= = lim — =-o
oo X —10X° +14%7 1o 14X° xowe 2
2 95 N
3) lim XX =2 _ iy 72Xy 1
X—>—00 X +2X X—>—00 2X x>0 X

Exercicel0 : Déterminer les limites suivantes :

1)“ms!nZX 2)iim cos /X —1 3)lim J3sinx—cosx
x=0 Sin 3X x>0 X x>
6 X——
6
Solution : 1)
. sin2x .. sin2x  3X 2 2 2
lim— =lim X — x—=1IxIx—=—
x=08IN3X x>0 2X sin3x 3 3 3
COS\/_ 1 directement on trouve une
x—>0*
formes mdeterminée s a0
0
cosJ_ 1 Iim—l 1- cosJ_ — lim 11— cosh ——lxl——l
x»O x-0" 2 (\/—) h—0* 2 D B 2 - 2
L 2
2
(On pose v/x =h)
3 iim \/3sin x —cos x
T

x>
6 X——

On montre que : /3sin x—cosx:ZSin(x—%j

23in(x—”j
m\/§smx—cosx:“m 6
xa% X — £ x—>% X—E

6 6

On pose X—%:h) donc x> g eh-o

Donc: = 21im sinh
h—0

=2x1=2

Exercicell : Déterminer les limites suivantes :

1)Iirrgxzsinl 2) im $8X 3) jm _L+SinX
X—> X

N

¢ x>+ X* (2+COS X)




4) lim 1+

X
e EEN ' |

Solution : 1)on pose : f(x):xzsinl
X
vxeR" sin(i) <1 donc:‘f (X)‘SXZ etona
X

limx®>=0 Alors : lim f (x)=0
x—=0

x—0

2) lim £% 2 on pose :

COS X
X—>+00 X f(X): X

3

VxeR" |cosx <1 donc:‘f(x)‘gi3 eton a
X

lim %:O Alors : lim f(x)=0
X—>+00 X X—>+0
3) lim 1+sinx 2 on pose : f(x): 1+sinx

x>+ X% (24 COS X) x* (2+cosXx)

VxeR" —1<cosx<1 et —1<sinx<ldonc:
1+sinx

0< <2 doncOsf(x)gg
2+C0S X X2
Et puisque : lim0=0 et lim %:o Alors :
X—+0 X~>+OOX
lim f(x)=0
4) lim 1+; ? on pose : f(x)=1+ X
o 24X+l 2+4x 41

VX eR" 2+4/x* +1>x* cad 2++/x* +1> x?

donc: ; 1 donc: |f <
2+4x +1 X2 |X|
Et puisque : |im H:o Alors : lim f(x)=1
X—=-00 | X X—>—00

Exercicel2 : Soient les fonctions tels que :
2
f(x)=V2X1(-3¢ +X) et g(x):gzx 3*1(J§+1)
X_

-3x+1 x2+1 .
k(x):x(x—z) et h(x)= 3 sin x

1)Déterminer : leir;f(x) et lim f(x)

X—>+0

2)Déterminer : lim g(x) et Ixiir;g(x)

X—>+0

3)Déterminer : limh(x)

X—0
4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :
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1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2x+1(—3x2+x)

lim2x+1=5 et lim-3x*+x=-10

X—2 X—2
Donc : lim f (x) = v5x(-10)=-105

lim 2x+1= lim 2x =+

X—+0 X—+0
Donc : lim v/2x+1 =+
X—>+00
Etona: lim-3x¥+x=lim-3x*=-
X—>+0 X—>+0
Donc : lim f(x):—oo

X—>+00

o 2)limg(x) ? etg(x)= Zi’i;)zl(&ﬂ)

Ona: limvx=+0 donc: lim X +1=+o
2
Et lim 2 +l_| 22( =-2 donc : lim g(x)=—
X—>+00 (X 3) X—+40 Y X—>+0

o 2)limg(x) ? et g(x)zgii;}(\/pl)

Iin;\/;+1=«/§+1 et Iirr31—2x2+1:—17 et Iirr;(x—(%)2 =0
donc : LILT?]g(X):—oo

3) mh(x) 2.

. X2+1sin X
limh(x)=
x—0 x—0 X X
sin x 2 20"
Or lim=——==1 et puisque : |ImX +1=1 et limx2=0
x-0 X x—0
. X2+1 .
et lim=——==+00 alors : limh(x)=+o
-0 ¥ x—0

4) k(x)= X_(:’;ijl) donc : D, =]-0;0[U]0;2[ U]2 4]

-3x+1 . -3x .. -3

olimk( )—Ilm = lim —-=lim —=0
X—>+00 X—H—U\X _2X X—+0 X X—+0 X
=X+l . =3 -3

ollmk( )—Ilm =lim—==Ilim—=0
X——0 X——0 X2_2X X——0 X2 X0 ¥

o lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x* —2x

x -0 0 2 +oo
z(x—2)

1w




Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—0" x—0~
Donc : lim k(x):—oo et lim k(x):+oo
Xx—0* x—=0"
I|m 3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—2* X—2"
Donc : lim k(x):—oo et lim k(x):+oo
x—2* X—>2~
Exercicel3 : calculer les limites suivantes :
2 ) 3 43x2-4x-
«/_ 2) IImZx +32< 4x-1
H2x +3x-10 X1 x* -1
. . nx-1
3) limyVxX*+x-x  4) lim ta
X—>+00 X"E x "
4

Solution : 1) Iin;\/ﬁ—Z:O et Iingx2+3x—10:0

on trouve une formes indéterminée : .0.

0
B, (B
HZX +3x-10 Hz(x2+3x—10)(«/§+2)
i (2x-4) y 1 im % 2
<f (V2x+2) (x=2)(x+5) *7({2x+2) (x+5) 14
2) Ixiﬁl 2x° Jrix2 14x 1,

Ona: x —1:(x—1)(x2+x+1)

Et 2x°+3x2—4x—1=(x—1)(2x* +5x+1)

Donc :

Iim2x +30-4x-1_ . (X 1)(2X +5X+1) 2 +5x+1 8

= lim
I (x=1)(x+x+1) 1 K 4x4l 3

3) limyx*+x-x ?

X—>+00

lim X? + X = +00 donc: lim y/X? +X =+

X—>+00 X—>+90

Et lim-x=—0

X—>+0

on trouve une formes indéterminée : "+ w—w"

(\/x2+x—x)(\/x2+x+x)
lim VX2 +x-x=lim Y
X—>+00 X—>+0 ( X +X+X)

2 2
) XXX ) X
lim \/x2+x—x: lim \/Z_—:hm—
X—>+0 X—>+0 X—+00
X"+ X+X 1
x2(1+j+x
X

Ona:
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= lim

X—>+0

or x — +o donc |X| = X

X (1+)1(j +X

. X . 1 1
= lim = lim ==
X—>+00 X—>+00 1
x[ [1+1)+1] (1+j+1
X X
2) Iimtan x-1
X*)Z X_*
4

On pose x—%=h donc x - 7 = h-of

tan(h +”j
. — . 4
im——=Ilim———————<

V4 h—0 h

- tanh+tan£
or:tan(h+—j: 4__
4 1—tanhxtan%

. tanx-1 .. 2 tanh 2
lim—==1im =—_x1=2
T oh0 11— tanh h 1

tanh+1
1-tanh

Exercicel4 : monter que : Iing x? cos(gj =0
X—> X

of)

<x?etona limx*=0
x—0

Solution : 1) ona VxeR’ <1

x? cos(g]
X

) 2
Donc: lim x? cos(—j =0
x—0 X

donc

Exercicel5 : monter que: Iing 2+ X2sin (lj =2
X—> X

ol

<x2 etona limx*=0
x—0

xeR"

6

Alors : leirg f(x)=2

Solution : <1 donc:

|f(x)-2|=x

Exercicel6 : aymonter que: |f (x)—3|§§|x—4|

b)monter que: Iinl V2x+1=3

I




Solution : VXE[—%;+OO[

2|x 4
2x+1+3

etona /2x+1+3>3 donc: |f(x)

x)-3=[V2x+1- 3\

<24
3
et puisque : Ixim|x—4|:0AIors: Iximf(x):3

1+sinx

L+J;

Exercicel? : Soit la fonction: f :x+—

déterminer : lim f(x)

X—>+00
ona 1+\/;Z\/; et

Solution : ¥xeR’

. 1+sinXx 2
0<1+sinx<2donc <— donc
Lex | Jx
‘f(x)‘ % tona xILerT_O donc :
lim f(x)=0

X—>+00

Exercicel8:Soit la fonction : f :xn—>(x2 +x“)sin1
X

déterminer : lim f (x)
x—0

. . 1
Solution : YxeR*ona -1<sin=<1 et X*+x*>0
X

.1
donc —x* —x* s(x2 + x“)sm— < x%+x* et puisque :
X
limx® +x* =lim—x* —=x* = 0alors : lim f (x)=0
x—0

x—0 x—0

Exercicel9 :Soit la fonction : f (x) =3x? +5x+1

Montrer que : ¥xeR"ona 3x* < f (x)
lim f(x)

X—>+00

En déduire :

lim 3x® = +ooalors :

X—>+0

Solution : et et puisque :

lim f (x) = +o0

X—>+0

Exercice20 : Soit la fonction : f : x> x+sinx—-1

déterminer : lim f(x)
X—>—00

Solution : ¥YxeRona —1<sinx<1 donc:
-2<f (X)S X et puisque :

lim X=—o0alors: lim f(X):—OO

X—»—0 X—>—00
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2+sin (1j
_ \X)

Exercice2l :Soit f (x) = .
X

1- Montrer que (Vx € R*) f (x) > L
XZ
2- En déduire lim f (x)
x—0

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien

[&)]






