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Exercice 1 : (Application de la densité de Q dans R) 

Trouver toutes les fonctions continues de f : R → R telles que 

∀x, y ∈ R, f (x + y) = f (x) + f (y). (E) 

Exercice 2 :  Soit (un)n≥0 une suite de nombres réels telle que la suite 
(|un|)n ne tends  pas vers +∞. Montrer qu'il existe une sous-suite 
convergente de (un)n≥0. 

Exercice 3 : Soit K un compact de R et f : K → R une fonction continue. 

Montrer que 
f (K) est un compact. Que peut-on conclure ? 

 

Exercice 4 : Soit (un)n≥0 une suite de nombres réels. On suppose que les sous-

suites 

(u2n)n,  (u3n)n et (u2n+1)n sont convergentes. Montrer que la suite (un)n est  convergente. 

 

Exercice 5 : Montrer que si K est un compact de R et F un fermé de 

R alors K + F est un fermé de R. 

Exercice 6 : Soit (vn)n une suite de nombres réel tel qu'ils existent des consantes γ 

∈]0, 1[ 
et c > 0 véri ants 

|vn+1 − vn| ≤ c γn, ∀n ∈ N. 

Montrer que (vn)n est une suite convergente. 

Exercice 7 : Soit g : [a, b] → [a, b] une fonction continue véri ant 

|g(t) − g(s)| < |t − s|, ∀t, s ∈ [a, b],  t ƒ= s. 

(1) Montrer qu'il existe un unique λ ∈ [a, b] solution de l'équation g(x) = x. 

(2) Soit la suite récurrente  v0 ∈ [a, b] et vn+1 = g(vn) pout tout n ∈ N. Montrer 
que la  suite (|vn − λ|)n≥0 est monotone et est convergente vers une limite µ. 

(3) Montrer qu'il existe une sous-suite (vϕ(n))n≥0 de la suite (vn)n≥0 telle que vϕ(n) → ρ 

avec ρ = λ + µ ou ρ = λ − µ. 

(4) Dans cette question on suppose que ρ = µ + λ. En utilisant la question 
(1), montrer que µ = 0 et que vn → λ quand n → +∞. 
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