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Les Probl�emes I, II , III, IV et V sont ind�ependants

solution

I D�ecomposer en �el�ements simples. dans R(X) la fraction :

F =
X + 1

X3(X2 +X + 1)2

R�eponse :

F = Q+
a

X
+

b

X2
+

c

X3
+

d+ eX

1 +X +X2
+

f + gX

(1 +X +X2)2

� Q reste de la division euclidi�enne de X + 1 par X3(X2 +X + 1)2 �! Q = 0

� Pour calculer a; b; c on pose h = X et on e�ectue un d�eveloppement limit�e �a
l'ordre 2 de h3F

h3F =
1 +X

(1 +X +X2)2
��
X=h

=
1 + h

(1 + h+ h2)2

=
1 + h

1 + h2 + 2h+ 2h2
=

1 + h

1 + 2h+ 3h2

1 + h 1 + 2h+ 3h2

1 + 2h+ 3h2 1� h� h2

�h� 3h2

�h� 2h2

�h2

par suite

F =
1

X3
�

1

X2
�

1

X
+ : : :
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� Pour calculer d; e; f; g on pose h = 1+X+X2 et on e�ectue un d�eveloppement
limit�e �a l'ordre 1 de h2F

��
X2=h�1�X

h2F =
1 +X

X3
=

1 +X

X(h�X � 1)
=

1 +X

Xh� (X2 +X)

=
1 +X

Xh� (h� 1)
=

1 +X

(X � 1)h+ 1
(�)

=
(1 +X)((�1�X)� 1)h+ 1)

((X � 1)h+ 1)(((�1�X)� 1)h+ 1)

=
(1 +X)(1� (2 +X)h)

((X � 1)h+ 1)(1� (2 +X)h)
=

1 +X � (X2 + 3X + 2)h

1� 3h+O(h2)

=
1 +X � (h+ 2X + 1)h

1� 3h+O(h2)
=

1 +X � (2X + 1)h+O(h2)

1� 3h+O(h2)

1 +X � (1 + 2X)h 1� 3h
X + 1� 3(X + 1)h X + 1 + (X + 2)h

(X + 2)h

par suite

F =
X + 1

(1 +X +X2)2
+

X + 2

1 +X +X2
+ : : :

Remarque : On peut aussi faire directemement la division suivant les puissances
croissante de h, avec retenue dans (*), le pivot est 1=1 = 1 mod(h)

1 +X 1 + (X � 1)h
1 +X + (X2 � 1)h

= 1 +X + (h�X � 2)h
= 1 +X � (X + 2)h 1 +X + (X + 2)h

(X + 2)h

Autre m�ethode pour calculer d; e; f; g par l'identit�e de Besout, on cherche U tel
que UX3 = 1+V (X2+X+1) �! U = 1 alors f+gX est le reste de (X+1)U
par h �! f + gX = 1 +X, on a (1 +X)�X3(f + gX) = (1 +X)(1�X)h,
alors d+ eX est le reste (1 +X)(1�X) par h �! d+ eX = 2 +X

Finalement

F =
1

X3
�

1

X2
�

1

X
+

X + 1

(1 +X +X2)2
+

X + 2

1 +X +X2

2



Autre m�ethode pour calculer a; b; c; d; e; f; g par identi�cation de :

X + 1 = X3(X2 +X + 1)2F �

II On consid�ere dans l'espace vectoriel R3 le syst�eme :

S = ((1;�1; 2); (�1;�1; 0); (3;�5; 8); (1;�5; 6))

1 Justi�er que le rang de S est 2

R�eponse : On r�esoud le syst�eme

x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4 = 0()

8<
:

x1 � x2 + 3x3 + x4 = 0
�x1 � x2 � 5x3 � 5x4 = 0

2x1 + 8x3 + 6x4 = 0

()

8<
:

x1 = x2 � 3x3 � x4 (�)(1)
�(x2 � 3x3 � x4)� x2 � 5x3 � 5x4 = 0
2(x2 � 3x3 � x4) + 8x3 + 6x4 = 0

()

8<
:

(�)(1)
�2x2 � 2x3 � 4x4 = 0
2x2 + 2x3 + 4x4 = 0

()

�
(1)
x2 = �x3 � 2x4 (�)(2)

2 inconnues �elimin�ees �! le rang = 2 �

Autre m�ethode : (v1; v2) est libre car 1= � 1 6= �1= � 1. Donc le rang est
aumoin 2, on a (calcul) )v3 = 4v1+ v2 et v4 = 3v1+2v2 donc le rang =2 �

Autre m�ethode : On applique l'algorithme de compl�etition �a savoir (rappel) :

E espace vectoriel, L � E libre , G � E g�en�erateur :

i. Si G = ; terminer L est une base

ii. Soit x 2 G, G = G n fxg

iii. Si x =2 vec(L) alors L = L [ fxg

iv. Aller �a i.
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Ici E = vect(S ), L = ; et G = S

i. G 6= ;
ii. x = v1 �! G = (v2; v3; v4)
iii. x =2 vect(L) = f0g �! L = (v1)
i. G 6= ;
ii. x = v2 �! G = (v3; v4)
iii. x =2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G 6= ;
ii. x = v3 �! G = (v4)
iii. x 2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G 6= ;
ii. x = v4 �! G = ;
iii. x 2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G = ; �! L = (v1; v2) est une base �

Autre m�ethode : On ram�ene �a une matrice �echelonn�ee la matrice du syst�eme
(v1; v2; v3; v4)

0
@ 1 �1 3 1
�1 �1 �5 �5
2 0 8 6

1
A

On a :

0
@ 1 �1 3 1

0 �2 �2 �4
2 0 8 6

1
A �

0
@ 1 �1 3 �1

0 �2 �2 �4
0 2 2 4

1
A �

0
@ 1 �1 2 �1

0 �2 �2 �4
0 0 0 0

1
A �! rang = 2 �

2 Donner une base de vect(S )

R�eponse : Par la premi�ere m�ethode x1; x2 inconnues �elimin�ees �! (v1; v2)
base. Par la deuxi�eme et la trisi�eme m�ethode aussi (v1; v2) base. �

3 Donner la d�ecomposition des autres �el�ements de S dans la base ci-dessus (On
ne demande pas de calculer toutes les d�ecompositions possibles).

R�eponse : Par la premi�ere m�ethode, la solution du syst�eme lin�eaire est :

f(�4x3 � 3x4;�x3 � 2x4; x3; x4) j x3; x4 2 Rg

Soit

�v3 �v4
x1 = �4x3 �3x4
x2 = � �x3 �2x4;

En lisant verticalement la solution �! v3 = 4v1 + v2 v4 = 3v1 + 2v2 �
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Autre possibilit�ees :

(v1; v3) base �!

�
v2 = �4v1 + v3
v4 = �5v1 + 2v3

(v1; v4) base �!

8>>><
>>>:

v2 = �
3

2
v1 +

1

2
v4

v3 =
5

2
v1 +

1

2
v4

(v2; v3) base �!

8>>><
>>>:

v1 = �
1

4
v2 +

1

4
v3

v4 =
5

4
v2 +

3

4
v3

(v2; v4) base �!

8>>><
>>>:

v1 = �
2

3
v2 +

1

3
v4

v3 =
�5

3
v2 +

4

3
v4

(v3; v4) base �!

8>>><
>>>:

v1 =
2

5
v3 �

1

5
v4

v2 = �
3

5
v3 +

4

5
v4 �

III On rappel que RN d�esigne l'ensemble de toutes les applications de N vers R, c'est un
espace vectoriel sur R pour les lois f + g : x �! f(x) + g(x) et �f : x �! �f(x).
On pose E le sous ensemble de RN form�e des applications f : N �! R telles que :

8n 2 N f(n+ 2) = 2f(n+ 1)� f(n)

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de RN

R�eponse :

� La fonction d�e�nie par �(n) = 0 pour tout n v�eri�e bien �(n + 2) = 0 =
2:0� 0 = 2�(n+ 1)� �(n), donc � 2 E, donc E 6= ;

� Si f; g 2 E et � 2 K, on a pour tout n (f +�g)(n+2) = f(n+2)+�g(n+
2) = (2f(n+1)� f(n))+�(2g(n+1)� g(n)) = 2(f(n+1)+�g(n+1))�
(f(n) + �g(n)) = 2(f + �g)(n+ 1)� (f + �g)(n), donc f + �g 2 E �

2 Soit ' : E ! R
2 l'application d�e�nie par '(f) = (f(0); f(1)) pour tout f 2 E.

i. Montrer que ' est lin�eaire.
R�eponse : Si f; g 2 E et � 2 K on a '(f + �g) = ((f + �g)(0); (f +
�g)(1)) = (f(0) + �g(0); f(1) + �g(1)) = (f(0); f(1)) + �(g(0); g(1)) =
'(f) + �'(g) �
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ii. Soit f 2 E telle que f(0) = f(1) = 0, montrer que f(n) = 0 pour tout
n 2 N.
R�eponse : R�ecurrence sur n, supposons la propri�et�e vrai pour tout entier
< n, si n = 0 ou n = 1 la propri�et�e est vrai sinon n � 2 et on a f(n) =
2f(n� 1)� f(n� 2) = 2:0� 0 = 0 �

iii. En d�eduire que ' est injective.
R�eponse : Soit f 2 ker('), donc '(f) = 0, soit (f(0); f(1)) = (0; 0), soit
f(0) = f(1) = 0, d'apr�es la question pr�ec�edente f(n) = 0 pour tout n,
donc f = 0, soit ker(') = f0g, donc ' est injective �

iv. Soit ' : E �! Im(') l'application d�e�nie par '(x) = '(x). Montrer que
' est un isomorphisme d'espace vectoriel.
R�eponse :

� ' est surjective car si y 2 Im(') il existe x 2 E tel que y = '(x) donc
y = '(x)

� ' est injective car si f 2 ker(') on a '(f) = 0, donc '(f) = 0, donc
f = 0

� ' est lin�eaire car ' est lin�eaire �

v. En d�eduire que dim(E) � 2.
R�eponse : On a Im(') sous espace vectoriel de R2, donc Im(') de
dimension �nie � 2. Comme E est isomorphe �a Im('), alors E est de
dimension �nie � 2 aussi �

3 On consid�ere les applications g; h : N ! R donn�ees par g(n) = 1 et h(n) = n
pour tout n 2 N.

i. Montrer que g et h appartiennent �a E.
R�eponse : On a g(n+ 2) = 1 = 2:1� 1 = 2g(n+ 1)� g(n) et h(n+ 2) =
n+ 2 = 2(n+ 1)� n = 2h(n+ 1)� h(n) �

ii. Montrer que le syst�eme ((g(0); g(1)); (h(0); h(1))) est libre dans R2.
R�eponse : ((g(0); g(1)); (h(0); h(1))) = ((1; 1); (0; 1)) et 1=0 6= 1=1 �

iii. En d�eduire que le syst�eme (g; h) est libre dans E.
R�eponse : Une relation �g + �h = 0 entraine �g(0) + �h(0) = 0 et
�g(1)+�h(1) = 0 donc �(g(0); g(1))+�(h(0); h(1)) = (0; 0) par la question
pr�ec�edente � = � = 0 �

iv. Montrer que dim(E) = 2.
R�eponse : Comme (g; h) est libre, dim(E) � 2, par la question 2 on a
dim(E) � 2, donc dim(E) = 2 �

4 Montrer que pour tout f 2 E ils existent �; � 2 R uniques tel que f = �g+�h

R�eponse : Comme (g; h) est libre et dim(E) = 2, (g; h) est une base de E
�

5 Montrer que pour tout f 2 E on a 8n 2 N f(n) = f(0) + (f(1)� f(0))n

R�eponse : On a f = �g+�h �! f(0) = �; f(1) = �+� �! � = f(0) et � =
f(1)� f(0) �

Soit n 2 N (n � 1) et sur R le determinant d'ordre n
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�n =

������������������

2 1 0 : : : : : : : : : : : : 0
1 2 1 0 : : : : : : : : : 0
0 1 2 1 0 : : : : : : 0
0 0 1 2 1 0 : : : 0

: : :
...

: : :
. . . 0

: : :
. . . . . . 1

0 0 : : : : : : : : : 0 1 2

������������������
6 Montrer que pour tout n 2 N (n � 1) on a �n+2 = 2�n+1 � �n

R�eponse : On d�eveloppe par rapport �a la premi�ere colonne �

7 Soit f : N �! R tel que f(n) = �n+1

i. Montrer que f 2 E
R�eponse : f(n+ 2) = �n+3 = 2�n+2 � �n+1 = 2f(n+ 1)� f(n) �

ii. En utilisant 5. montrer que 8n 2 N �n = n+ 1
R�eponse : On a �n = f(n� 1) = f(0)+ (f(1))� f(0)(n� 1) = �1+(�2�
�1)(n� 1) = 2 + (3� 2)(n� 1) = n+ 1 �

IV Soit dans M3(R) la matrice :

A =

0
@ 1 0 0

0 2 0
0 1 1

1
A

1 Justi�er que le polynôme caract�eristique de A est PA = �(X � 1)2(X � 2)

R�eponse :

PA =

������
1�X 0 0
0 2�X 0
0 1 1�X

������ = (1�X)(2�X)(1�X) �

2 Donner les valeurs propres de A

R�eponse : sp(A) = f1; 2g �

3 Donner les vecteurs propres de A

(x; y; z) 2 E1 ()

�
2y = 0
y = 0

�! E1 = f(x; 0; z) j x; z 2 Rg = vect((1; 0; 0); (0; 0; 1))

(x; y; z) 2 E2 ()

�
�x = 0
y � z = 0

�! E1 = f0; z; z) j x; z 2 Rg = vect((0; 1; 1)) �

4 A est elle diagonalisable ? (justi�er votre r�eponse).

R�eponse : A est diagonalisable car PA est scind�e et pour toute valeur propre
multiple � de A on a dim(E�) = m� �
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V Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Soient f; g 2 L (E) des endomor-
phismes de E. On suppose que f � g = 0

1 Montrer que Im(g) � ker(f)

R�eponse : Soit y 2 Im(g), il existe x 2 E tel que y = g(x), donc f(y) =
f(g(x)) = f � g(x) = 0, donc y 2 ker(f) �

2 En d�eduire que dim(Im(g)) + dim(Im(f)) � dim(E)

R�eponse : On a Im(g) � ker(f), donc dim(Im(g)) � dim(ker(f)) =
dim(E)� dim(Im(f)), donc dim(Im(g)) + dim(Im(f)) � dim(E) �

Dans la suite, on suppose de plus que f + g est bijectif

3 Montrer que 8y 2 E 9x 2 E y = f(x) + g(x)

R�eponse : f + g bijectif entraine (�equivaut en fait �a) f + g surjectif �

4 En d�eduire que E = Im(f) + Im(g)

R�eponse : Par la question pr�ec�edente E � Im(f)+Im(g) donc E = Im(f)+
Im(g) �

5 Montrer que dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f))

R�eponse : On a E = Im(f)+ Im(g) donc dim(E) = dim(Im(f)+ Im(g)) �
dim(Im(f)) + dim(Im(g)), avec la question 2 on a l'in�egalit�e inverse, donc
dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f)) �

6 Montrer que Im(f) + Im(g) est directe

R�eponse : On a dim(Im(f) + Im(g)) = dim(Im(f)) + dim(Im(g)), comme
Im(f) + Im(g) de dimension �nie, Im(f) + Im(g) est directe �

7 Montrer que 8(x1; x2) 2 E2 il existe x 2 E tel que f(x) = f(x1) et g(x) = g(x2)

R�eponse : Posons y = f(x1) + g(x2) par la question 3, il exise x 2 E tel que
y = f(x) + g(x) , soit f(x1) + g(x2) = f(x) + g(x), comme Im(f) + Im(g) est
directe, on a f(x) = f(x1) et g(x) = g(x2) �

8 Montrer que 8(x1; x2) 2 E2 il existe x 2 E tel que x � x1 mod (ker(f)) et
x � x2 mod (ker(g))

R�eponse : f(x) = f(x1) et g(x) = g(x2) �equivaut �a f(x�x1) = 0 et g(x�x2) =
0, donc �a x� x1 2 ker(f) et x� x2 2 ker(g) �
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