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Les Problemes I, IT | III, IV,V et VI sont indépendants

I Décomposer en éléments simples. dans R(X) la fraction :

2X1
(X +1)2(X2+3)

IT On considere dans l'espace vectoriel R* le systeme :

< =((2,-1,0,1),(1,-1,1,1),(7,—4,1,1), (4,-3,2, 3))

1 Donner le rang de . (Justifier votre réponse)
2 Donner une base de vect(.7)

3 Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus.

IIT Soit K un corps commutatif et E le sous ensemble de K (X) :

E— {a0+a1X+a2X2

eK

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de K (X)

2 Montrer que 1,1/X,1/(X —1) € E

3 Montrer que B = (1,1/X,1/(X — 1)) est une base de £

ap+ a1 X + ax X? ao+ a1 (1 — X) +as(1 — X)?
X(X —-1) X(X—-1)

Montrer que f est un endomorphisme de E

Calculer Mp(f)

Ecrire matricielement la relation f(v) =0

Soit f : B — E

Montrer que f est injective

co ~1 O Ot

En déduire que f est un automorphisme de F

Soit B' = (1/(X(X — 1)), X/(X(X —1)),(X +1)/X)
9 Montrer que B’ est libre

10 En déduire que B’ est une base de F

11 Donner la matrice de passage de B a B’

12 Calculer Mp/ (f)



IV Soient A,B,C des matrices de types respectivement (m,n), (p,q) et (r,s). Trouver
toutes les valeurs possibles de (m,n,p,q,r,s) pour que ABC, CAB et BCA soient

définies.
V Soit E = {x1,Zs,...,2,} un ensemble fini a n éléments et K un corps commutatif.
flz1)
e 5 f(z2)
1 Montrer que Papplication ¢ : K* — M, ;(K) f—lf)= ,
f(xn)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

2 Soient (fi1, fa, ..., fp) un systeme de K¥. Soit A = (f;(z;)) € M, ,(K). Mon-
trer que :
(fi, fa, ..., [p) libre <= rang(A) =p

3 En déduire que :

(f1, fay -, [p) libre <= Fy1, 4o, .. . yp € E tel que (f;(y;)) inversible

VI Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € Z(F) des endomor-
phismes de E.
1 Montrer que Im(f o g) C Im(f)
2 En déduire que rg(f og) <rg(f)
3 Montrer que Ker(g) C Ker(f og)
4 En déduire que rg(f og) < rg(g)
5

Soit x € Ker(f o g) montrer que g(z) € Ker(f)
Soit P'application linéaire 8 : Ker(f o g) — Ker(f) z — g(x)

Montrer que Ker(0) = Ker(g)
7 Montrer que Im(6) = I'm(g) N Ker(f)
8 Montrer que

@

dim(Ker(f og)) < dim(Ker(f))+ dim(Ker(g))

9 Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si Ker(f) C I'm(g)

10 Montrer que

rg(f) +rg(g) — dim(E) < rg(fog) <inf(rg(f),rg(g))



