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Solution

I Décomposer en éléments simples. dans R(X) la fraction :

2X1
(X +1)2(X2+3)

Réponse :

a b cX +d

F =
RS G IR Can

e () quotient de la division euclidiene de 2X* par (X + 1)?(X? +3) — Q =2

e Pour calculer a,b on pose h = X + 1 et on effectue un développement limité a
Iordre 1 de h?F

by 2X4 __2(h-1)

E= (X243)  |yopy  (R—1)2+3)
_2(1—4h) o 2
_m+o(h)_1/2—(7/4)h+0(h)

par suite

1 /4
20X +1)2 X +1

+ ...

e Pour calculer ¢,d on pose h = X? + 3, on a

2X4 2(h — 3)? 18 + O(h)
(X+1)? |y h+2X—-2 2X-2+0(h)
_ 18(—2X —2) . -36(X +1)
(22X - 2)(—2X - 2) +0h) = 16 +0h)
par suite

9X+1)

F=-—
4(X? + 3)



Finalement

1 7/4  9(X +1)

F=2 — —
+2(X+1)2 X+1 4(X?2+3)

Remarque : On peut aussi faire directement la division euclidienne suivant les
puissaces croissantes de h avec retenue, de 9 par X — 1, dans (x), le pivot est
/(X -1)=—(X+1)/4  mod(h)

9 X-1

9 | —9(X +1)/4

Autre méthode par I'identité de Besout : On cherche U tel que U(X + 1)? =
14+ V(X?2+3) — U = —(X +1)/8, alors ¢X + d est le reste de 2X*U par
X243 —cX+d=-9X+1)/4

Autre méthode par réductions élémentaires succesives :

1 101 X -1
(X +1)(X2+3) 4\X+1 X243

1 1 1 1 1 (X—-1)?
(X +1)2(X2+3)  4(X+1)2 8(X+1) 16 16 X2+3

Ensuite on multiplie par 2X* et on réduit les fractions quasi simples obtenues

Autre méthode par identification, on multplie F' par (X + 1)?(X? + 3) et on
identifie les coeficients. O

IT On considere dans l'espace vectoriel R* le systeme :

S =((2,-1,0,1),(1,-1,1,1),(7,—4,1,1), (4, -3, 2, 3))

1 Donner le rang de . (Justifier votre réponse)
On résoud le systeme

2$1+$2+7I3+4ZL’4:0
—T1— X9 —4x3— 324 =0
To+ x5+ 224 =0
ZE1+I2+ZE3+3LL’4:0

T1V1 + Tovs + T3v3 + 1404 = 0 <—



Ty = =211 — Twg — 414 (x)(1)

-1 — (—2xy — T3 — 4xy) — 423 — 324 =0
(=221 — Twg —4xy) + 23+ 224 =0

T+ (—21’1 - 7:173 - 4ZE4) + T3+ 31’4 =0

(+) (1)
T+ 3333 + x4 = 0
—21’1 - 6I3 - 2ZE4 =0
—I1—6$3—ZE4:0

(+)(1)
T+ 3ZE3 + x4 = 0
—2I1 - 6I3 - 21’4 =0
x; = —6x3 — 24 (%)(2)

(+)(1)
(—61‘3 — ZE4) + 3I3 + x4 = 0
—2(—6x3 —x4) — 623 — 224 =0

(+)(2)

—

(+)(1)
—31'3 =0
6.1'3 =

(+)(2)

—

3 inconnues éliminées — le rang = 3 UJ

Autre méthode : (vy,v9) est libre car 1/ — 1 # 2/0. Donc le rang est aumoin
2, on vérifie que (v, vy, v3) est aussi libre et on a (calcul) vy = v + 2v9 done
le rang =2 O

Autre méthode : On applique 1'algorithme de complétition a savoir (rappel) :
E espace vectoriel, L C E libre , G C E générateur :

i. Si G = 0 terminer L est une base
ii. Soit x € G, G =G\ {z}
iii. Siz ¢ vec(L) alors L = LU {x}
iv. Aller a i.



Ici E =vect(¥), L=0et G=.

i. G#0

. 2 =v; — G = (vg,v3,vy)

ii. © ¢ vect(L) = {0} — L = (vy)
i. G#0

.z =vy — G = (v3,v4)

. o ¢ vect(L) — L = (v1,v9)

i. G#0

. 2 =v3 — G = (vg)

ii. z ¢ vect(L) — L = (v, vq,v3)
i. G#0

i o=v —G=10

ii. z € vect(L) — L = (v, vq,v3)
i. G =0 — L = (v, v2,v3) est une base O

Autre méthode : On ramene a une matrice échelonnée la matrice du systeme
(/Ub Vg, U3, U4)

9 1 7 4
1 -1 -4 -3
0 1 1 2
1 1 1 3
On a
9 1 7 4 9o 1 7 4
~1 -1 -4 -3 1 -1 -4 -3
0o 1 1 2 0 1 1 2
1 1 1 3 0 0 —=3 0
9 1 7 4 9 1 7 4 9o 1 7 4
0 -1 —1 -2 0 -1 —1 —2 0 -1 -1 =2 | .,
0o 1 1 2 0 0 0 0 0 0 -3 0 rang =
0 0 —=3 0 0 0 -3 0 0 0 0 0

Donner une base de vect(.¥)

Réponse : Par la premiére méthode x4, o, x3 inconnues éliminées — (vy, vy, v3)
base. Par la deuxieéme et la troisieme méthode aussi (vy, v9,v3) base. O

Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus.
Réponse : Par la premiere méthode, la solution du systeme linéaire est :

{(=24, —224,0,24) | , 74 € R}

Soit



r1 = — T4
Ty = —2.1174,
r3 = 0
En lisant verticalement la solution — vy = v1 + 2v9 OJ

Autre possibilitées :

1
(v1,v3,v4) base — { vy = 5(1;4 — 1)

(v9, v3,v4) base — { V] = vy — 209 O

IIT Soit K un corps commutatif et E le sous ensemble de K (X) :

Qg +CL1X+(12X2
E= K
{ X(X—]_) | a’07a17a2€

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de K (X)

Réponse : On applique la caractérisation d’un sous espace vectoriel . Autre
méthode, posons 11 = 1/(X(X —1)) rp = X/(X (X —1)) r3 = X?/(X (X = 1)),
par construction E = vect(ry,79,73), donc E est un sous espace vectoriel de
K(X) O

2 Montrer que 1,1/X,1/(X —1) € E

Réponse : 1l suffit de prendre pour ag + a; X + a, X? succesisevement
X(X-1),X-1, X O

3 Montrer que B = (1,1/X,1/(X — 1)) est une base de E
Réponse : Soit rr € F, sa décomposition en éléments simples est de la forme :

LA
rTr=a -
X X-1

Autre méthode, par construction £ = vect(ry, ro, r3), donc dim(E) < 3; d’autre

part (1,1/X,1/(X —1)) est libre dans K (X)) car formé d’élements simples, donc

dim(F) > 3, par suite dim(F) = 3 et B base de F (car libre et |[B| = 3 =

dim(E) O

ag + a1 X + as X? ap+ay (1 — X) +ay(1 — X)?
Xx-1 X(X - 1)

Soit f : B — E



Montrer que f est un endomorphisme de £
Calculer Mg(f)

Réponse :
XX -1, -X+X? —(1-X)+(1-X) —-X+X?
.f(l)_f(X(X—l))_f(X(X—l))_ X(X—l) _X(X—l)
Soit f(1) =1
o f(1/X)=f(X-1/(X(X -1))) =(-X)/(X(X-1))=-1/(X -1)
o fI/(X -1) = f(X/(X(X-1))=(1-X)/(X(X-1))=-1/X
Donc

[1 0 ow
MB(f):[O 0 —1 O
0 —1 OJ

Ecrire matricielement la relation f(v) =0
Réponse : Siv=a+b/X +¢/(X —1)€ Eona:

10 0
flv)=0<= [0 0 -1
0 0

Montrer que f est injective
Réponse : Comme f est linéaire on a :

[ injective <= Ker(f)= {0}

etonapourv=a+b/X+c¢/(X—-1)€E:

vEKer(f)<:>f(U)O<:>{(1) 8—(1)1’72-‘—"8-‘

a=10
< —c=0 <= v=0 [l
-b=0

En déduire que f est un automorphisme de F

Réponse : [ est un endomorphisme injectif de £ et E de dimension finis
— [ bijectif O

Soit B' = (1/(X(X — 1)), X/(X(X —1)),(X +1)/X)
Montrer que B’ est libre
Réponse : On :
A A2 X (X —1)(X+1) Al — Az + A X + A3 X2

Yx-) xx-n xx-n = X(X —1) =0




)\1—)\3:0
< A =0 M=l =A=0 O
)\320

10 En déduire que B’ est une base de E
B’ est libre et |B'| = dim(E) (finie) — B’ base de E O

11 Donner la matrice de passage de B a B’

Réponse :
1 1 1
[ ] — J
XX-1 X-1 X
X 1
[ J —=
XX-1 X-1
1+X 1+1
® = —
X X
Donc
00 1
Ppp=| -1 0 1 O
11
12 Calculer Mg (f)
Réponse : Posons P = Pgp:
00171 't 0o o 00 1
Mp/(f) =P 'Mp(f)P=1| -1 0 1 0 0 -1 -1 0 1
110 0 -1 0 110
On a :
1 -1 0 1 1 1
Pl=|-1 11| —Mp(f)y=]0 -1 =2 O
1 00 0 0 1

IV Soient A,B,C des matrices de types respectivement (m,n), (p,q) et (r,s). Trouver
toutes les valeurs possibles de (m,n,p, q,r,s) pour que ABC, CAB et BCA soient
définies.

Réponse :
e ABC définie si et seulement si AB et (AB)C définies, soit si et seulement si
n=petq=r

e CAB définie si et seulement si CA et (CA)B définies, soit si et seulement si
s=metn=p

e BCA définie si et seulement si BC et (BC)A définies, soit si et seulement si
g=rets=m



donc ABC, CAB et BCA définies si et seulement si :

n=py
q=r
s =

La solution de ce systeme dans R est {(m, p, p,r,7,m) | m,p,r € R} la solution dans
N impose que m,p,r € N O

V Soit E = {x1,2s,...,2,} un ensemble fini & n éléments et K un corps commutatif.
flz1)
N 5 f(z2)
1 Montrer que application ¢ : K* — M, ;(K) f—0(f)= .
f(xn)
est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Réponse :
e On vérifie que ¢ est linéaire.
e ¢ est injective car pour f € K :
f(z1) 0
(ZEQ) 0
o(f) =0« . = . |e=VeE flz)=0<f=0
f(zn) 0
Y1
e ¢ est surjective car pour tout M = y.2 € M, (K) soit f € K¥
Yn

définie par f(z;) = y;, on a o(f) =M O
2 Soient (fi1, fa, ..., fp) un systeme de K¥. Soit A = (f;(z;)) € M, ,(K). Mon-
trer que :
(fi, fas ..., [p) libre <= rang(A) =p

Réponse : Comme A a p colonnes, rang(A) = p si et seulement si les colonnes
de A forment un systeme libre, ce qui se traduit facilement par isomorphisme
a ce que (fy, fa,..., fp) libre (les colonnes de A sont les images respectives des

f; par ¢) O
3 En déduire que :

(f1, fo, -y fp) libre <= Fy1, Yo, .. . yp € E tel que (f;(y;)) inversible

Réponse : rang(A) = p si et seulement si les lignes de A forment un systéme
de rang p 0]

VI Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € Z(FE) des endomor-
phismes de E.



10

Montrer que Im(f o g) C Im(f)

Réponse : Soit y € I'm(f o g) il existe z € F tel que y = (f o g)(x) donc
y = f(g(x)) doncy € Im(f) O

En déduire que rg(f o g) < rg(f)

Réponse : rg(f o g) = dim(Im(f o g)), comme Im(f og) C Im(f) —
dim(Im(f o g)) < dim(Im(f)) =rg(f) O

Montrer que Ker(g) C Ker(f o g)

Réponse : Soit z € Ker(g) — glx) = 0 — f(g(z)) = 0 — z €
Ker(foyg) O

En déduire que rg(f og) < rg(g)

Réponse : rg(fog) =dim(Im(f og)) = dim(E) — dim(Ker(f o g)), comme
Ker(g) € Ker(f og) — dim(Ker(g)) < dim(Ker(f og)) — rg(g) =
dim(E) — dim(Ker(g)) > dim(E) — dim(Ker(fog)) =rg(fog) O

Soit x € Ker(f og) montrer que g(z) € Ker(f)

Réponse : f(g(x)) =0 — g(z) € Ker(f) O

Soit I'application linéaire 8 : Ker(f o g) — Ker(f) r — g(x)
Montrer que Ker(0) = Ker(g)
Réponse : Si z € Ker() — 0(z) =0 — g(z) = 0 — z € Ker(g),
inversement si z € Ker(g) comme Ker(g) C Ker(fog))onaxz € Ker(fog))
et O(x)(=g(z)) =0 — z € Ker(0) O
Montrer que I'm(6) = Im(g) N Ker(f)
Réponse : Soit y € Im(0) il existe 2 € Ker(fog) tel que y = 0(z) = g(z) —
y € Im(g) comme y € Im(0) C Ker(f) — y € Im(g)N Ker(f). Inversement
soit y € Im(g) N Ker(f) — il existe z € E tel que y = g(x) et f(y) = 0 soit
fog(z) =doncxz € Ker(fog)ety=g(zx) —y € Im(h) O
Montrer que

dim(Ker(fog)) < dim(Ker(f))+ dim(Ker(g))

Réponse : dim(Ker(f og)) = dim(Im(f)) + dim(Ker()) = dim(Im(g) N
Ker(f))+dim(Ker(g)) or comme Im(g)NKer(f) C Ker(f) — dim(Im(g)N
Ker(f)) < dim(Ker(f)) O

Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si Ker(f) C I'm(g)

Réponse : L’inégalité est une égalité si et seulement si dim(Im(g)NKer(f))+
dim(Ker(g)) = dim(Ker(f))+dim(Ker(g)) donc si et seulement si dim(Im(g)N
Ker(f)) = dim(Ker(f)) or comme Im(g) N Ker(f) C Ker(f) de dimension
finie — dim(Im(g) N Ker(f)) = dim(Ker(f)) si et seulement si Im(g) N
Ker(f) = Ker(f) soit si et seulement si Ker(f) C Im(g) O

Montrer que

rg(f) +rg(g) — dim(E) < rg(fog) <inf(rg(f
Réponse : On a rg(fog) < rg(f) et rg(fog) < rg(( donc rg(f og) <

),79(9))
9)
inf(rg(f),rg(g)) et dim(Ker(fog)) < dim (Ker(f))—i—dlm Ker(g)) — dim(E)—
dim(Ker(fog)) > dim(E)— dlm(Ker(fg) dim(Ker(g)) = dim(E)—dim(Ker(f))+
rg

dim(E) — dim(Ker(g)) — dim(E) f)+rg(g) —dim(E) O



