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Corrigé du contréle 2010
EXERCICE 1:

a) La proposition est fausse car elle signifie que R est minoré par (—x). Sa négation est :
Vx €R, 3y ER telquex+y < 0.

b) La proposition est vraie car il suffit de prendre par exemple y = —x — 1. Sa négation
est:dx € RtelqueVy ER x+y < 0.

c) La proposition est fausse car elle signifie que la somme de deux réels quelconques est
strictement positive (ce qui est faux). Sa négationest: 3x € R, Iy e R, x +y < 0.

EXERCICE 2 :
Les propriétés de la loi = définie sur R X R par: (a, b) * (c,d) = (a + ¢, bd) :

e Elle est commutative et associative ( facile a vérifier 11).

e Existence de I’élément neutre : (x,y) * (a,b) = (x,y) & (x +a,yb) = (x,y) &
x+a=xetyb=y< a=0 et b=1,puisque x et y sont des réels
quelconques, donc (0,1) est bien I’é1ément neutre.

e Existence de I’élément symétrique : (x,y) * (x,y") = (0,1) & (x + x',yy') =
0l)ex+x =0etyy =1leox =—xety =§ si y # 0, donc les éléments

de R x R de laforme (x, 0) n’ont pas de symétrique.
Ainsi (R X R,*) n’est pas un groupe mais (R X R*,*) est bien un groupe !!
EXERCICE 3:

D’abord on signale que d’apres le théoréme chinois ce systeme de congruence a bien des
solutions car 5, 6 et 7 sont premiers entre eux.

x =1[5] = 3k € Ztel que x =5k + 1 ,donc x = 2[6] = 5k + 1 = 2[6] = 5k = 1[6]
comme 5.5 = 25 = 1[6], on multiplie par 5 et on obtient k = 5[6] c-a-d k = 6h + 5,h € Z,
par suite x = 5(6h + 5) + 1 = 30h + 26 ; la derniére équation donne 30h + 26 = 3[7].

Comme 3 — 26 = —23 = 5[7] et 30 = 2[1] on déduit 2h = 5[7] et par suite h = 6[7] car
24=8=1[7] et45=20=6[7] .D’ouh=7l4+6 etx =30(7l+6)+ 26 =210 +
206, | € Z.

EXERCICE 4 :

Il est clair que 2222 = 2[5] , ensuite 2* = 16 = 1[5] et 3333 = 4.833 + 1 donc
22223333 = 23333 = (21)833 2 = 1.2 = 2[5]. De méme on a : 3333 = 3[5] , ensuite

3* =81 = 1[5] et 2222 = 4.555 + 2 donc 3333%%22 = 32222 = (3%)5%5 32 = 1.4[5]..

D’ou 22223333 4+ 3333%222 = 2 4 4 = 6 = 1[5] et par suite le reste de la division de
22223333 4 33332222 par 5 est 1.



EXERCICES::

8 divise 24 = 4.6 mais 8 ne divise ni 4 ni 6, pour que I’implication soit vraie on fait
I’hypothése a est premier.

EXERCICE 6 :
Ona P =X*—4X3+16X —16,donc P' = 4X3 — 12X% + 16 = 4(X® — 3X? + 4). Pour

calculer pgcd(P, P") on applique I’ Algorithme d’Euclide : la division euclidienne de
P par %P’ donne pour reste R; = —3(X% — 4X + 4), puis le reste de la div. Eucl. de

ip’ parR; est nul, donc pgcd(P,P) = Ry = —3(X? — 4X + 4) = —3(X — 2)?, (c’est le

dernier reste non nul !). D’ou (X — 2)3 divise P, donc P = (X — 2)3(X—«) ; le terme
constant de P donne 8 = —16, donc «= —2.Ainsi P = (X — 2)3(X + 2).

EXRCICE 7:

a) Enposant X —1 =Y on obtient F = i ) ; la division suivant les puissances

Y6 (2+2Y+Y2
croissantes jusqu’a I’ordre 6 de 1+ Y par 2 + 2Y + Y2 donne :

1+Y =(2+2Y +Y?) (3-2r2+2v3 —2v*) - 1yS donc

L—i—i+i—i——'en revenant a la variable X, on a :
YO(2+2Y+Y2)  2v6  4y4 ' 4y3  8Y2  8(2+42Y+Y2)’ ! )
1 1 1 1 1

F= 20-1)6  4X-1* ' 4X-1)3 8X-1)2 8(1+X2)"
b) On signale d’abord que X2 + X + 1 est irréductible dans R[X], pour la DES de F on
procéde comme suit :
e Ladivision euclidienne de X® + X par X2+ X + 1 donne:

Xe4+X =(X?+X+1DX*—X3+X—-1)+ (X + 1), donc

= XK XXt Xl (le terme ———— est un élément
TOXZHXHDY T (XZ4X41)3 T (XX (X2+X+1)4
simple 1)

e Ladivision euclidienne de X* — X3 +X —1par X2+ X +1 donne:
X=X +X-1=X*>+X+1)X?>-2X+1)+(2X—-2),donc:

X*-x3+x-1 _ (x2-2X+1) 2X-2 ( 2X-2 est élément simple)
K24X+1)3 T (X24X+1)2 0 (X24X+1)3 " \X2+X+1)3 P

(X2-2x+1)  X?4X+1-3x 1 3X e
Comme GZAx+D2 | @2exaD? | XExel | @k o0 deduit -
F X0+Xx X+1 2X-2 3X 1

T 24X+ T (XZ4X4D)F T (X24X41)3 (XZ4X41)Z | XZ4X+41



EXERCICE 8 : (Axiomes des quotients)

i)

ii)

Soite € E tel que e * a = a, soit x € E, comme y, est surjective, 3y € E tel que
x=axy;montronsquee xx =x.0na:
exx=ex(axy)=(exa)xy=ax*xy =x.

Comme §, est surjective, il existe e € E tel que e * a = a ; d’apres i) e est bien
élément neutre a gauche. De méme y, est surjective, il existe e’ € E tel que
axe =a etpourx € E il existe y € E tel que x = y * a (8, est surjective), donc
xxe =(yxa)xe =yx(a*xe)=yx*a=x, donc e’ estélément neutre &
droite. D’aprés I'unicité de 1’élément neutre, on a : e = e’ est I’élément neutre.
Soit a € E, puisque &, est surjective, 3a; € E tel que aq * a = e et puisque y,
est surjective, 3a, € E tel que a * a, = e, comme la loi est associative on a

a; = a, , donc a posséde un élément symétrique ; par suite (E,*) est un groupe.
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