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I Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction :

X641

F =
X(XP+ X +1)

Réponse :

a bX +c dX +e

F=Q+2
LIS S GG S IR G SN iy

e () quotient de la division euclidiéne de X®+1 par X (X2+X+1)2 — Q = X -2
e a=XF|x0=1
e Pour calculer b,c,d,e on pose h=X?+ X +1,0n a

X+1 (h—X-1P+1 (X 4+ 1) +3h(X +1)2+ 1+ 0(h?)

PE=—% X = X
(X+1P=(X? 42X+ D)X +1)=(h+X)(X +1)
=hMX+D)+(X*+X)=h(X+1)+(h—1)=h(X+2) -1
3h(X +1)* =3h(h+ X) = 30X + O(h?)
D'ou :
op  2AX —1h+2+0(R%)
h*F = <
C2(XP-1Dh+2(X+1)+0(h?)
B X(X+1)
C2(h =X —-1-1)h+2(X +1)+O0(h?
B h—1

—2(X +2)h +2(X + 1) + O(h?)
h—1




= —2(X + 1) + 2h+ O(h?)
par suite

22X+ N 2
(X244 X412 X2+ X +1

+ ...

Autre méthode par l'identité de Besout : On cherche U tel que UX = 1+
VX2 +X+1) — U = —X — 1, alors dX + e est le reste de (X% + 1)U
par X2+ X +1 — dX +e = —2X — 2, posons X +1 — X(dX +e) =
Ap(X2 4+ X +1) — Ay = X1 — X3+ X + 1, alors bX + c est le reste de AU
par X2 4+ X +1—bX+c=2

Autre méthode par identification, on multplie /' par X (X% + X + 1)? et on
identifie les coeficients. O

IT On considere dans l’espace vectoriel R? le systeme :

7 =((1,1,0),(1,0,1),(0,2,1), (1,1, 3))

1 Donner le rang de . (Justifier votre réponse)
Réponse : On résoud le systeme

$1+$2+$4:0
T1U1 + Tove + x3v3 + 2404 = 0 <= z1+2x3+x2,=0
$2+ZE3+3ZE4:0

= —Ty — X4 (+)(1)
:Eg—x4 + 223 +x24=0
l‘2+$3+3$4_0

—

T1 = —@Ty — T4 (x)(1)
—X9 + 21‘3 =0
X9+ x3 + 31‘4 =0

!

!

Ty = 215 (%)(2)
(21’3) + x5+ 3ZE4 =0

|

{ T = —Tg9 — T (x)(1)



T1 = —T9 — X4 (x)(1)
= ( Ty =213 (%)(2)
z3=—zy  (x)(3)

3 inconnues éliminées — le rang = 3 UJ

Autre méthode : (v, vo,v3) est libre car :

=340

110 1 10 B
102:0—12:1x11‘
011 0 11

Donc le rang est aumoin 3, comme vy, v9, v3,v4 € R3, vect(vy, vo, v3,0v4) est au
plus de dimension 3, donc le rang =3 0

Autre méthode : On ramene a une matrice échelonnée la matrice du systeme
('U17 Vg, U3, U4)

1 1 01
0 -1 2 1
0 11 3
On a
1 101 1 1 01
0 -1 21 |~10 -121]—rang=3
0 11 3 0 0 3 4

Donner une base de vect(.¥)
Réponse : par la premiere méthode 1, xo, x3 inconnues éliminées — (vy, vy, v3)
base de vect(.7), par la deuxiéme méthode aussi — (vq, va, v3) base de vect(.Y)

Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus.
Réponse : Par la premiere méthode, la solution du systeme linéaire est :

{(1174, _21;47 _:E47I4) | T4 € R}

Soit
T = Ty
To = — —214
XT3 = —T4
En lisant verticalement la solution — vy = —v; 4+ 2vs + v3

Par la deuxieme méthode on cherche «, 5,7y tel que vy, = avy + fvg + yv3 —>
a:_17ﬁz277:1



Autres solutions :

(v9,v3,v4) base — vy = 209 + v3 — V4
(v1,v9,04) base — vz = vy — 2u9 + vy

1
(v1,v3,04) base — vy = 5(1)1 — V3 + Uy) O

IIT Soit f : R® — R? (x,y,2) — (+y+ 22,20 —y+ 2)

1 Montrer que f est linéaire

2 Ecrire la matrice de f dans la bases (canoniques) B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1))
et B'=1((1,0),(0,1))

Réponse :

MBB’(f):|:1 _1 ?] O

3 Ecrire matriciellement la relation f(v) =0
Réponse :

&
)

1102
[1—11]3/_0 -
z

4 Calculer Ker(f)

Réponse :
T 0
(x,y,z)EKer(f)@{i _i %] =10
0
r+y+22=0 r=—-2z—y (x)(1) r=-2z—y (%)(1)
‘:’{ r—y+2=0 {(—2z—y)—y+z:0 @{ y=—2/2  (%)(2)
D’ou

Ker(f)={(-32/2,—2/2,2) | z € R} = vect(—3/2,—-1/2,1) O

5 En déduire que f est surjective.
Réponse : Onadim(Ker(f)) = 1, donc dim(Im(f)) = dim(E)—dim(Ker(f)) =

dim(R?) — dim(Ker(f)) =3 —1=2. Im(f) est sous espace vectoriel de R? et
dim(Im(f)) = dim(R?) finie, donc I'm(f) = R?, donc [ est surjective O



6 Soit B, = ((1,2),(1,1)). Montrer que Bj est une base de R?

Réponse : Comme |B})| = 2 = dim(R?), il suffit de montrer que B, est libre.
Ona:

11
‘2 1“‘17&0

Donc B} est libre, donc B est une base de R? O

7 Ecrire la matrice de f dans les bases B et B,
Réponse :

e f(1,0,0) = (1,1)

-2p=3
_ _ a+ =2 A
o £(0,0,1) = (2,1) = a(1,2)+B(1,1) —> { poy g1 —ra=-18=3
Donc
0 -2 -1
MBB’(f) - |: 1 3 3 :|
8 Donner la matrice de passage de B' a B,
Réponse :
11
@=[31]
9 Vérifier la formule de changement de base entre Mpp/(f) et Mpp; (f)
Réponse :
Mpp,(f) = Q Mg (f)
On a

On vérifie que :

0 = (o) o]

IV Soit dans M3(R) la matrice :



1 Justifier que le polynome caractéristique de A est Py = —(X + 1)(X — 2)?
Réponse : A est une matrice diagonale par blocs.

-1-X -3 0
Py = 0 2-X 0 |= _10_X 2:3)( x (2 — X)
3 3 2-X

=(-1-X)2-X)(2-X) UJ

2 Donner les valeurs propres de A
Réponse : sp(A4) = {2, -1} O
3 Donner les vecteurs propres de A
Réponse : Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre A = 2

y y 0 ~3z -3y =0
y | € Ker(A-\,) <= (A-X,) | vy | =] 0 { S0+ 3y = 0
z z 0
— { Tr= -y
-1 0
D’ou Ker(A — \,,) = vect 1 1 0
0 1
Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre A = —1
T T 0 -3y =0
y | € Ker(A-\,)) <= (A-X,) | v | =] 0 | = 3y =0
z z 0 3r+3y+32=0
’y _=
2 =-—x
1
Dou Ker(A — M) =vect | 0 O
-1

4 Justifier que A est diagonalisable.

Réponse : A est diagonalisable car P4 est scindé et pour chaque valeur propre
multiple de A, on a dim(A — M) = m, ou m, est la multiplicité de A\ dans
P,y O

5 Donner une matrice P € M;3(R) inversible et une matrice D € M;3(R) diagonale
tel que P"'AP =D
Réponse :



-1 0 1
p=| 10 o0
01 —1
PlAP(

V Soit F un espace vectoriel de dimension fini. Soit f € Z(F) un endomorphisme
de E. Onnote f2= fo fet f2= fo fof. On suppose que f3 =0

o O N

0
2
0

|
— o O
SN—————

1 Montrer que Im(f?) C Ker(f)
Réponse : Soit y € Im(f?), donc y = f%(z) v € E, donc f(y) = f(f*(x)) =
f3(x) =0 (car f2 =0), ainsi f(y) =0, donc y € Ker(f) O

2 En déduire que rg(f) +rg(f?) < dim(E)
Réponse :

rg(f) +rg(f?) = dim(Im(f)) + dim(Im(f*))
On a Im(f?) C Ker(f) donc dim(Im(f?)) < dim(Ker(f)), donc

rg(f) +rg(f?*) < dim

3 Montrer que f(Im(f)) =Im(f?)
Réponse : Soit y € f(Im(f)), doncy = f(z) avec x € Im(f), donc x = f(x1)
(r; € E), donc y = f(f(x1)) = f*(x1), donc y € Im(f?). Inversement soit
y € Im(f?), donc y = f?(x) (z € F), donc y = f(f(x)), donc y = f(x;) avec
xy = f(x), donc y = f(x1) avec xy € Im(f), donc y € f(Im(f)) O

4 Soit g : Im(f) — Im(f?) = — f(x) . Montrer Ker(g) = Im(f) N Ker(f)
Réponse : (On vérifie immédiatement que g est linéaire).

Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E) O
f2

~— N —

Ker(g) ={z € Im(f) | f(z) =0} ={z € Im(f) | v € Ker(f)}

={x e E|zeclIm(f)etxecKer(f)}=Im(f)n Ker(f) O

5 Monter que I'm(f?) C Ker(g)

Réponse : On a Im(f?) C Ker(f) et Im(f) C Im(f?) (cf corrigé de la
session ordinaire), donc Im(f?) C Ker(f) NIm(f) = Ker(g) O,

6 En déduire que 2rg(f?) < rg(f)
Réponse : Appliquons le théoreme du rang a g

dim(Im(f)) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g))

o Im{g) = g(Im(f)) = f(Im(f)) = Im(f?)
e On a Im(f?) C Ker(yg), donc rg(f?) < dim(Ker(g)), ainsi

rg(f)(= dim(Im(f))) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g))

— dim(Im(f2))+dim(Ker(g)) = rg(f)+dim(Ker(g)) = rg(f*)+rg(f?)

0



