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I D�ecomposer en �el�ements simples dans R(X) la fraction :

F =
X6 + 1

X(X2 +X + 1)2

R�eponse :

F = Q+
a

X
+

bX + c

X2 +X + 1
+

dX + e

(X2 +X + 1)2

� Q quotient de la division euclidi�ene deX6+1 parX(X2+X+1)2 �! Q = X�2

� a = XF jX=0 = 1

� Pour calculer b; c; d; e on pose h = X2 +X + 1, on a

h2F =
X6 + 1

X
=

(h�X � 1)3 + 1

X
=
�(X + 1)3 + 3h(X + 1)2 + 1 +O(h2)

X

(X + 1)3 = (X2 + 2X + 1)(X + 1) = (h+X)(X + 1)

= h(X + 1) + (X2 +X) = h(X + 1) + (h� 1) = h(X + 2)� 1

3h(X + 1)2 = 3h(h+X) = 3hX +O(h2)

D'o�u :

h2F =
2(X � 1)h+ 2 +O(h2)

X

=
2(X2 � 1)h+ 2(X + 1) +O(h2)

X(X + 1)

=
2(h�X � 1� 1)h+ 2(X + 1) +O(h2)

h� 1

=
�2(X + 2)h+ 2(X + 1) +O(h2)

h� 1
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= �2(X + 1) + 2h+O(h2)

par suite

F =
�2(X + 1)

(X2 +X + 1)2
+

2

X2 +X + 1
+ : : :

Autre m�ethode par l'identit�e de Besout : On cherche U tel que UX = 1 +
V (X2 + X + 1) �! U = �X � 1, alors dX + e est le reste de (X6 + 1)U
par X2 + X + 1 �! dX + e = �2X � 2, posons X6 + 1 � X(dX + e) =
A2(X

2 +X + 1) �! A2 = X4 �X3 +X + 1, alors bX + c est le reste de A2U
par X2 +X + 1 �! bX + c = 2

Autre m�ethode par identi�cation, on multplie F par X(X2 + X + 1)2 et on
identi�e les coe��cients. �

II On consid�ere dans l'espace vectoriel R3 le syst�eme :

S = ((1; 1; 0); (1; 0; 1); (0; 2; 1); (1; 1; 3))

1 Donner le rang de S (Justi�er votre r�eponse)

R�eponse : On r�esoud le syst�eme

x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4 = 0()

8<
:

x1 + x2 + x4 = 0
x1 + 2x3 + x4 = 0
x2 + x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

x1 = �x2 � x4 (�)(1)
(�x2 � x4) + 2x3 + x4 = 0
x2 + x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

x1 = �x2 � x4 (�)(1)
�x2 + 2x3 = 0
x2 + x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

x1 = �x2 � x4 (�)(1)
x2 = 2x3 (�)(2)
(2x3) + x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

x1 = �x2 � x4 (�)(1)
x2 = 2x3 (�)(2)
3x3 + 3x4 = 0
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()

8<
:

x1 = �x2 � x4 (�)(1)
x2 = 2x3 (�)(2)
x3 = �x4 (�)(3)

3 inconnues �elimin�ees �! le rang = 3 �

Autre m�ethode : (v1; v2; v3) est libre car :

������
1 1 0
1 0 2
0 1 1

������ =
������
1 1 0
0 �1 2
0 1 1

������ = 1�

���� �1 2
1 1

���� = �3 6= 0

Donc le rang est aumoin 3, comme v1; v2; v3; v4 2 R
3, vect(v1; v2; v3; v4) est au

plus de dimension 3, donc le rang =3 �

Autre m�ethode : On ram�ene �a une matrice �echelonn�ee la matrice du syst�eme
(v1; v2; v3; v4)

0
@ 1 1 0 1

0 �1 2 1
0 1 1 3

1
A

On a :
0
@ 1 1 0 1

0 �1 2 1
0 1 1 3

1
A �

0
@ 1 1 0 1

0 �1 2 1
0 0 3 4

1
A �! rang = 3

2 Donner une base de vect(S )

R�eponse : par la premi�ere m�ethode x1; x2; x3 inconnues �elimin�ees�! (v1; v2; v3)
base de vect(S ), par la deuxi�eme m�ethode aussi�! (v1; v2; v3) base de vect(S ) �

3 Donner la d�ecomposition des autres �el�ements de S dans la base ci-dessus.

R�eponse : Par la premi�ere m�ethode, la solution du syst�eme lin�eaire est :

f(x4;�2x4;�x4; x4) j x4 2 Rg

Soit

�v4
x1 = x4
x2 = � �2x4
x3 = �x4

En lisant verticalement la solution �! v4 = �v1 + 2v2 + v3

Par la deuxi�eme m�ethode on cherche �; �; 
 tel que v4 = �v1 + �v2 + 
v3 �!
� = �1; � = 2; 
 = 1
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Autres solutions :

(v2; v3; v4) base �! v1 = 2v2 + v3 � v4

(v1; v2; v4) base �! v3 = v1 � 2v2 + v4

(v1; v3; v4) base �! v2 =
1

2
(v1 � v3 + v4) �

III Soit f : R3 �! R
2 (x; y; z) �! (x+ y + 2z; x� y + z)

1 Montrer que f est lin�eaire

2 Ecrire la matrice de f dans la bases (canoniques)B = ((1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1))
et B0 = ((1; 0); (0; 1))

R�eponse :

MBB0(f) =

�
1 1 2
1 �1 1

�
�

3 Ecrire matriciellement la relation f(v) = 0

R�eponse :

�
1 1 2
1 �1 1

�0
@ x

y
z

1
A =

0
@ 0

0
0

1
A �

4 Calculer Ker(f)

R�eponse :

(x; y; z) 2 Ker(f)()

�
1 1 2
1 �1 1

�0
@ x

y
z

1
A =

0
@ 0

0
0

1
A

()

�
x+ y + 2z = 0
x� y + z = 0

()

�
x = �2z � y (�)(1)
(�2z � y)� y + z = 0

()

�
x = �2z � y (�)(1)
y = �z=2 (�)(2)

D'o�u

Ker(f) = f(�3z=2;�z=2; z) j z 2 Rg = vect(�3=2;�1=2; 1) �

5 En d�eduire que f est surjective.

R�eponse : On a dim(Ker(f)) = 1, donc dim(Im(f)) = dim(E)�dim(Ker(f)) =
dim(R3)� dim(Ker(f)) = 3� 1 = 2. Im(f) est sous espace vectoriel de R2 et
dim(Im(f)) = dim(R2) �nie, donc Im(f) = R

2, donc f est surjective �
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6 Soit B0

2
= ((1; 2); (1; 1)). Montrer que B0

2
est une base de R2

R�eponse : Comme jB0

2
j = 2 = dim(R2), il su�t de montrer que B0

2
est libre.

On a :

���� 1 1
2 1

���� = �1 6= 0

Donc B0

2
est libre, donc B0

2
est une base de R2

�

7 Ecrire la matrice de f dans les bases B et B0

2

R�eponse :

� f(1; 0; 0) = (1; 1)

� f(0; 1; 0) = (1;�1) = �(1; 2) + �(1; 1) �!

�
� + � = 1

2� + � = �1
�! � =

�2 � = 3

� f(0; 0; 1) = (2; 1) = �(1; 2)+�(1; 1) �!

�
� + � = 2
2� + � = 1

�! � = �1 � = 3

Donc

MBB0(f) =

�
0 �2 �1
1 3 3

�

8 Donner la matrice de passage de B0 �a B0

2

R�eponse :

Q =

�
1 1
2 1

�

9 V�eri�er la formule de changement de base entre MBB0(f) et MBB0

2
(f)

R�eponse :

MBB0

2
(f) = Q�1MBB0(f)

On a :

Q�1 =

�
�1 1
2 �1

�

On v�eri�e que :

�
0 �2 �1
1 3 3

�
=

�
�1 1
2 �1

��
1 1 2
1 �1 1

�

IV Soit dans M3(R) la matrice :

A =

0
@ �1 �3 0

0 2 0
3 3 2

1
A
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1 Justi�er que le polynôme caract�eristique de A est PA = �(X + 1)(X � 2)2

R�eponse : A est une matrice diagonale par blocs.

PA =

������
�1�X �3 0

0 2�X 0
3 3 2�X

������ =
���� �1�X �3

0 2�X

����� (2�X)

= (�1�X)(2�X)(2�X) �

2 Donner les valeurs propres de A

R�eponse : sp(A) = f2;�1g �

3 Donner les vecteurs propres de A

R�eponse : Cherchons les vecteurs propres associ�es �a la valeur propre � = 2

0
@ x

y
z

1
A 2 Ker(A��In)() (A��In)

0
@ x

y
z

1
A =

0
@ 0

0
0

1
A()

�
�3x� 3y = 0
3x+ 3y = 0

()
�
x = �y

D'o�u Ker(A� �In) = vect

0
@
0
@ �1

1
0

1
A ;

0
@ 0

0
1

1
A
1
A

Cherchons les vecteurs propres associ�es �a la valeur propre � = �1

0
@ x

y
z

1
A 2 Ker(A��In)() (A��In)

0
@ x

y
z

1
A =

0
@ 0

0
0

1
A()

8<
:

�3y = 0
3y = 0

3x+ 3y + 3z = 0

�
y = 0
z = �x

D'o�u Ker(A� �In) = vect

0
@ 1

0
�1

1
A �

4 Justi�er que A est diagonalisable.

R�eponse : A est diagonalisable car PA est scind�e et pour chaque valeur propre
multiple de A, on a dim(A � �I) = m� ou m� est la multiplicit�e de � dans
PA �

5 Donner une matrice P 2M3(R) inversible et une matriceD 2M3(R) diagonale
tel que P�1AP = D

R�eponse :
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P =

0
@ �1 0 1

1 0 0
0 1 �1

1
A

On a :

P�1AP =

0
@ 2 0 0

0 2 0
0 0 �1

1
A

V Soit E un espace vectoriel de dimension �ni. Soit f 2 L (E) un endomorphisme
de E. On note f 2 = f � f et f 3 = f � f � f . On suppose que f 3 = 0

.

1 Montrer que Im(f 2) � Ker(f)

R�eponse : Soit y 2 Im(f 2), donc y = f 2(x) x 2 E, donc f(y) = f(f 2(x)) =
f 3(x) = 0 (car f 3 = 0), ainsi f(y) = 0, donc y 2 Ker(f) �

2 En d�eduire que rg(f) + rg(f 2) � dim(E)

R�eponse :

rg(f) + rg(f 2) = dim(Im(f)) + dim(Im(f 2))

On a Im(f 2) � Ker(f) donc dim(Im(f 2)) � dim(Ker(f)), donc

rg(f) + rg(f 2) � dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E) �

3 Montrer que f(Im(f)) = Im(f 2)

R�eponse : Soit y 2 f(Im(f)), donc y = f(x) avec x 2 Im(f), donc x = f(x1)
(x1 2 E), donc y = f(f(x1)) = f 2(x1), donc y 2 Im(f 2). Inversement soit
y 2 Im(f 2), donc y = f 2(x) (x 2 E), donc y = f(f(x)), donc y = f(x1) avec
x1 = f(x), donc y = f(x1) avec x1 2 Im(f), donc y 2 f(Im(f)) �

4 Soit g : Im(f) �! Im(f 2) x �! f(x) . Montrer Ker(g) = Im(f) \Ker(f)

R�eponse : (On v�eri�e imm�ediatement que g est lin�eaire).

Ker(g) = fx 2 Im(f) j f(x) = 0g = fx 2 Im(f) j x 2 Ker(f)g

= fx 2 E j x 2 Im(f) et x 2 Ker(f)g = Im(f) \Ker(f) �

5 Monter que Im(f 2) � Ker(g)

R�eponse : On a Im(f 2) � Ker(f) et Im(f) � Im(f 2) (cf corrig�e de la
session ordinaire), donc Im(f 2) � Ker(f) \ Im(f) = Ker(g) �,

6 En d�eduire que 2rg(f 2) � rg(f)

R�eponse : Appliquons le th�eor�eme du rang �a g

dim(Im(f)) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g))

� Im(g) = g(Im(f)) = f(Im(f)) = Im(f 2)

� On a Im(f 2) � Ker(g), donc rg(f 2) � dim(Ker(g)), ainsi

rg(f)(= dim(Im(f))) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g))

= dim(Im(f 2))+dim(Ker(g)) = rg(f 2)+dim(Ker(g)) � rg(f 2)+rg(f 2) �
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