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Les Problemes I, IT , III et IV sont indépendants

I Soit A un anneau. On pose m = Car(A) la caractéristique de A. On suppose que

VeeA a2%=ux (%)

Montrer que Vx € A 622 = 0 (Indication faire 2’ = 2x dans (x))
Montrer que YV € A 7262 = 0 (Indication faire 2’ = 3z dans (x))
En déduire que m divise 2. (On donne 62 = 2.31 726 = 2.3.11.11)
En déduire que Vo € A 20 =0

Montrer que Vx € A (1+z) =z +1+ 2" + 22

En déduire que Ve € A 22 =1

~ O Ot W N =

Montrer que A est commutatif. (Seuls les résultats du cours peuvent étre admis
et utulisés sans démenstration)

IT Soient dans R[X] les polynomes A = X? + X —2et B=X?+2X +1
1 En utilisant 1" algorithme d’Euclide, montrer que pged(A, B) = 1
2 En déduire U,V € R[X] vérifiant
UA+VB=1 avec  d°(U),d°(V) <1
3 Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction

XG

F =
(X2 —2X + 1)(X? —2X +2)?

IIT Soit K un corps commutatif. Soit m,n € N avec m,n > 1. Soit A € M,,,(K) une
matrice m lignes, n colonnes. ((m,n) s’appel la taille de A). Soit B € M, ,,(K).

1 Justifier que les matrices suivantes sont définies et donner leurs tailles

AB BA BAB

Pour une matrice carrée M = («;;), on appel trace de M le scalair ) . ;. On
le note tr(M)

2 Montrer que tr(AB) = tr(BA)
3 En déduire que tr((AB)?) = tr((BA)?) (Indication : (AB)?> = A(BAB) )



Plus généralement montrer que Vk € N (k > 1)  tr((AB)*) = tr((BA)¥)

Montrer que I'application M € M,(K) — tr(M) € K est linéaire.

Dans la suite on note C = I — AB et D =I'— BA (I, I’ désignant les matrices
identités respectivement de méme taille que AB et BA)

Montrer que tr(C) —tr(D) =m —n

Plus généralement montrer que Vk € N (k > 1) tr(C*) —tr(D¥) =m —n
On fixe
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Calculer AB et BA
Vérifier que det(C') = det(D) (Justifier vos calculs)

IV Soit l'application f : R* — R3
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(1,9, X3, 1) — (T3 + T1, Ta, T3 + T1 + T4)

Montrer que f est linéaire.

Soient Bi, B, les bases canoniques respectivement de R* et R3. Calculer
Mg, 5,(f)

Pour v € R* et w € R3, écrire matrciellement la relation f(v) = w.

Donner une base et la dimension de Ker(f).

Donner une base et la dimension de I'm(f).

Vérifier la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).



