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Les Probl�emes I, II , III et IV sont ind�ependants

I Soit A un anneau. On pose m = Car(A) la caract�eristique de A. On suppose que

8x 2 A x6 = x (�)

1 Montrer que 8x 2 A 62x = 0 (Indication faire x0 = 2x dans (�))

2 Montrer que 8x 2 A 726x = 0 (Indication faire x0 = 3x dans (�))

3 En d�eduire que m divise 2. (On donne 62 = 2:31 726 = 2:3:11:11)

4 En d�eduire que 8x 2 A 2x = 0

5 Montrer que 8x 2 A (1 + x)6 = x+ 1 + x4 + x2

6 En d�eduire que 8x 2 A x2 = x

7 Montrer que A est commutatif. (Seuls les r�esultats du cours peuvent être admis
et utulis�es sans d�emenstration)

II Soient dans R [X] les polynômes A = X2 +X � 2 et B = X2 + 2X + 1

1 En utilisant l' algorithme d'Euclide, montrer que pgcd(A;B) = 1

2 En d�eduire U; V 2 R [X] v�eri�ant

UA+ V B = 1 avec d�(U); d�(V ) � 1

3 D�ecomposer en �el�ements simples dans R(X) la fraction

F =
X6

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)2

III Soit K un corps commutatif. Soit m;n 2 N avec m;n � 1. Soit A 2 Mm;n(K) une
matrice m lignes, n colonnes. ((m;n) s'appel la taille de A). Soit B 2Mn;m(K).

1 Justi�er que les matrices suivantes sont d�e�nies et donner leurs tailles

AB BA BAB

Pour une matrice carr�ee M = (�ij), on appel trace de M le scalair
P

i �ii. On
le note tr(M)

2 Montrer que tr(AB) = tr(BA)

3 En d�eduire que tr((AB)2) = tr((BA)2) (Indication : (AB)2 = A(BAB) )
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4 Plus g�en�eralement montrer que 8k 2 N (k � 1) tr((AB)k) = tr((BA)k)

5 Montrer que l'application M 2Mp(K) �! tr(M) 2 K est lin�eaire.

Dans la suite on note C = I�AB et D = I 0�BA (I; I 0 d�esignant les matrices
identit�es respectivement de même taille que AB et BA)

6 Montrer que tr(C)� tr(D) = m� n

7 Plus g�en�eralement montrer que 8k 2 N (k � 1) tr(Ck)� tr(Dk) = m� n

On �xe

A =

�
1 �1 2

�1 �1 1

�
B =

0
@ 2 1

1 1
0 1

1
A

8 Calculer AB et BA

9 V�eri�er que det(C) = det(D) (Justi�er vos calculs)

IV Soit l'application f : R4 �! R
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(x1; x2; x3; x4) �! (x3 + x1; x4; x3 + x1 + x4)

1 Montrer que f est lin�eaire.

2 Soient B1; B2 les bases canoniques respectivement de R4 et R3. Calculer
MB1B2

(f)

3 Pour v 2 R4 et w 2 R3, �ecrire matrciellement la relation f(v) = w.

4 Donner une base et la dimension de Ker(f).

5 Donner une base et la dimension de Im(f).

6 V�eri�er la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
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