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Solution

I Soit A un anneau. On pose m = Car(A) la caractéristique de A. On suppose que

Vee A =z (%)

1 Montrer que Vo € A 622 = 0 (Indication faire 2’ = 2z dans (x))

6

Réponse : On a (2z)% = 2, donc 642° = 2x, comme 2° = z, il vient 642 = 2z,

soit 62z =0 O

2 Montrer que Vz € A 7262 = 0 (Indication faire 2’ = 3z dans (x))

6

Réponse : On a (3z)° = 3z, donc 72925 = 3z, comme z° = z, il vient

729z = 3x, soit 726z =0 0

3 En déduire que m divise 2. (On donne 62 = 2.31 726 = 2.3.11.11)

Réponse : Puisque Vo € A 62x = 0, m divise 62.

Puisque Vx € A 726x = 0, m divise 726.

m divise 62 et 726, donc m divise pged(62,726) = pged(2.31,2.3.11.11) =
2pged(31,3.11.11) =2 O

4 En déduire que Vo € A 20 =0

Réponse : on a

m divise 2 <= (Vr € A 22 =0) O



5 Montrer que Vo € A (142 =z+1+2"+2?

Réponse : Par la formule du binéme (car 1 et x commutent), on a :

(1+2)% = 2%+ 62° + 152" + 202° + 152° + 62 + 1

Or 62° = 2(32°) = 0, de méme 2023, 62 = 0. 152! = 2 + 14z = 2, de méme
1522 = 22. Et on a 2% = «, donc

l4+2)=az+1+2"+2°> O
Autre réponse
(1+2)°f=(1+2)?)°=0+2*)* =143 +3z"+2° = 1+2*+2'+2 O
Autre réponse
(14+2)° = (1+2)*)? = (1+32+32°4+2°%)% = (1+2+2°4+2%)? = 142?424+ O

6 En déduire que Ve €¢ A 22 ==z

Réponse : D’apres la question précédente 22 + z* = 0, donc z* = —2? = 22

(car 222 = 0), donc 25 = 24 soit x =22 O

7 Montrer que A est commutatif. (Seuls les résultats du cours peuvent étre admis
et utulisés sans démenstration)

Réponse : Soit a,be A,ona (a+b)?=a+b=a’>+ab+ba+b*>=a+b+ab+ba,
donc ab + ba = 0, donc ab = —ba = ba (car 2ba = 0) O

IT Soient dans R[X] les polynomes A = X? + X —2 et B=X?+2X +1

1 En utilisant 1" algorithme d’Euclide, montrer que pged(A, B) = 1

Réponse :
X2+ X -2 | X?+2X+1 | -X-3
X?+2X +1 1 -X+1
-X -3 X?2+3X
-X+1
-X -3

1£0



Donc X2 +2X + 1 et X2+ X — 2 sont premiers entre eux. O

On peut aussi permuter les roles de A et B, cela donne :

XP 42X +1[X*°+X -2 X+3
X +X -2 1 X -2
X+3 X? +3X
—2X -2
—2X -6
4#£0
Donc X? +2X +1 et X? + X — 2 sont premiers entre eux. U

2 En déduire U,V € R[X] vérifiant

UA+VB=1 avec  d°(U),d°(V) <1

Réponse : Posons A = X?+ X —2et B= X?+2X +1, on a donc

B=A+X+3

A=(X+3)(X-2)+4

Donc
A=(B—-A)(X-2)+4
Donc
1

_(Q_X)B+Z(X —1)A=1

Donc
X-—-1 2-X

U= — V= —

Avec la condition d°(U),d°(V) <1 la solution est unique. O

3 Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction

XG
(X2 —2X +1)(X?2 —-2X +2)?

F =



Réponse : On a

XG
F = 22 - 42=-4<0
(X —1)2(X? —2X 1 2)2 <

Donc

a b cX +d eX+f

F =
RS G B GRS I TS G S N 5 GRS D

e () est le quotient de la division euclidiene de X° par (X? —2X +1)(X? —
2X +2)%s0it Q =1

a b
e Calcul de X—1+ (X - 172

Le mieux est d’utiliser la méthode du développement limité : On pose
h=X-1

op (h+1)° _14+6h+0(h*) )
PE =G et - drom) L TohTOm)
donc
1 6
F=—+-+0(1
h2+h+0()

Donca=6etb=1

une autre méthode plus lourde pour calculer a, b est la méthode substitution-
division, on a

X6
b= (X —1)"Fly=1 = (X2 — 2X—|—2)2|X:1 =1
ensuite
a= (X -1) <F—L>
(X =1/ 1x,
soit
- X0 —(X? -2X +2)?
(X —1)(X?2—-2X+2)%|,_,
soit

X6 X4 4 4X3 —-8X24+8X —4
(X —1)(X2 - 2X +2)2

X=1

forcément 1 est racine au numérateur. En effectuant la division euclidiene
du numérateur par X — 1, on trouve



X0 X 44X —8X? 48X — 4= (X - 1)(X°+ X' +4X? —4X +4)
donc
X5 4+ X' +4X2 —4X +4

=6
(X2 — 2X + 2)2

X=1

a =

On peut aussi utuliser la regele du calcul de limite f/g en un zy lorsque
f(@o) = g(x0) =0
(X0 — (X?—2X +2)%)
(X = D)(X? = 2X +2)2) [,
cX +d N eX + f
X2-2X+2 (X?2-2X+42)

(X0 — (X% —2X +2)%)

=06
(X2_2X+2)2 X=1

a =

Calcul de

Le mieux est d’utiliser la méthode du développement limité : On pose
h = X?—2X+2,. On substitut dans (X?—2X+2)?F, pour cela en remplace
chaque fois que cela se prete X2 par h +2X — 2 (car h = X% — 2X + 2),
jusqu’a ce que il ne reste que des puissance de X de degré < 1. On a

X6 _ (h+2X —2)3
X2-2X+1 (h+2X-2)-2X+1

(X? —2X +2)°F =

(2X —2)3 — 3(2X — 2)%h + O(h?)
h—1

(2X-2)* = 8(X?-3X?+3X 1) = 8(X (h+2X—2)—3(h+2X —-2)+3X 1)
=8(Xh+2(h+2X —2) —2X —3(h+2X —2) +3X — 1)
=8(X —-1h—-X+1)

32X — 2)%h = 12((h + 2X — 2) — 2X + 1)h = —12h + O(h?)
D’ou
(h+2X —2)° = (8X + 4)h — 8(X — 1) + O(h?)

D’ou
(X2 —2X +2)°F =8(X — 1) + 12h + O(h?)
_8(x—-1) 12
F==—+—=+0(1)
Donc
cX +d eX + f 12 (X —1)

X?_oX 42  (XZ_2X 427 X?—2X+2  (X2—2X 427
Finalement la décomposotion de F' est

6 1 12 8(X —1)
+ + +
X—1 (X—-12 X2-2X+2  (X2-2X +2)?

F=1+




cX +d n eX+f
X2 _2X +2 ' (X2—2X +2)?

e Autre méthode plus lourde pour calculer

On cherche U, V tel que U(X? —2X +1)+V(X?—-2X +2) = 1, on trouve
facilement U = —1,V =1, alors

eX + f =reste de X°U par X* —2X +2=8(X —1)

On suite

7 eX+f B X6 —8(X —1)3 B
(X2 -2X +2)2  (X2-2X +1)(X2—-2X+2)2

X' +2X34+2X% —8X 44
(X2 -2X +1)(X2-2X +2)

Alors cX +d est le reste de (X*+2X3+2X? —8X +4)U par X% —2X +2,
soit ¢cX +d =12

e Autre méthode de décomposition de F', on remarque que

1 1 1

(XZ-2X +1)(X2-2X+2) X2—-2X+1 X2—-2X+2

D’ou
1 B 1 1 1
(X2 —2X +1)(X2-2X +2)2  X2-2X+1 X2-2X+2 (X2-2X +2)2

On multipliant par X°® on se raméne & des fractions pseudo simples U

IIT Soit K un corps commutatif. Soit m,n € N avec m,n > 1. Soit A € My, ,(K) une
matrice m lignes, n colonne. ((m,n) s’appel la taille de A). Soit B € M, (K).

1 Justifier que les matrices suivantes sont définies et donner leurs tailles

AB BA BAB

Réponse : A de taille (m,n), B de taille (n,m), alors AB est définit car
Nombre de colonnes de A = Nombre de lignes de B
AB est de taille (m,m)

de méme BA est définit de taille (n,n)



B de taille (n,m) et AB de taille (m,m), alors BAB est définit de taille
(n,m) 0O

Pour une matrice carrée M = («;), on appel trace de M le scalair ) . ;. On
le note tr(M)

2 Montrer que tr(AB) = tr(BA)
Réponse : Copier-Coller de la session ordinaire :

Posons AB = (¢;;) € My (K) et BA = (c;) € M,(K)

m m n n n

tT(AB) = Z Ciyy — Z Z aikbki = Z Zbkiaik = Z Ckk = tT(BA) Ol
i=1

i=1 k=1 k=1 i=1 k=1
3 En déduire que tr((AB)?) = tr((BA)?) (Indication : (AB)?> = A(BAB) )

Réponse : On a tr((AB)*) = tr(A(BAB)), comme A(BAB) et (BAB)A
sont définis, par I’associativité du produit matriciel (lui méme conséquence de
I'associativité de la composition des applications) on a (BAB)B = (BA)?

tr(A(BAB)) = tr(BAB)A) = tr((BA)?) O

4 Plus généralement montrer que Vk € N (k > 1) tr((AB)*) = tr((BA)¥)

Réponse :

tr((AB)*) = tr(A(BA)*'B) = tr((BA)* 'BA) = tr((BA)*) O

5 Montrer que application M € M,(K) — tr(M) € K est linéaire.
Dans la suite on note C =T — AB et D =1I'— BA (I, I' désignant les matrices
identités respectivement de méme taille que AB et BA)

6 Montrer que tr(C) —tr(D)=m —n



Réponse :

tr(C)=tr(I — AB) =tr(I) — tr(AB) = m — tr(AB)
tr(D) =tr(I' = BA) = tr(I') — tr(BA) = n — tr(BA)

En soustrayant, compte tenu de tr(AB) = tr(BA), cela donne
la relation O

Plus généralement montrer que Vk € N (k > 1)  tr(C*) —tr(D*) =m —n

Réponse : Comme I et AB commutent, on a

Ch=(1—-AB)* =1+ Ek: <k> (—1)*(AB)*

Donc

m+z<> r((AB)%)

de méme

Dk—n+z<> r((BA)®)

En soustrayant, compte tenu de tr((AB)*) = tr((BA)?®), cela donne
la relation O

On fixe

(o0 B(

Calculer AB et BA

O =N
—_ =
v

Réponse :

- 1 -3 5
AB:<_3 _1> BA=| 0 -2 3
-1 -1 1



9 Calculer det(C) et det(D) (Justifier vos calculs)

Réponse :
03 =5
C:<g_§> D=|0 3 -3
11 0
det(C) = det(D) = 6
Ce résultat est général et peut étre déduit de 7). U

IV Soit l'application f : R* — R3
($17 Lo, T3, .1'4) — (flfg + X1, T4,T3 +x1 + x4)

1 Montrer que f est linéaire.

2 Soient Bi, B, les bases canoniques respectivement de R* et R3.

MBle(f)

Réponse :

MB1B2 (f) =

— o
coc o

3 Pour v € R* et w € R?, écrire matrciellement la relation f(v) = w.

Réponse :
1010 . wy
0001 o= O
1011 3 ws
Vg
4 Donner une base et la dimension de Ker(f).
T3+ = 0
(1, 9, x3,74) € Ker(f) <= < 24=0 =

LL’3+J/’1+ZE4:0

Calculer

(1)
(2)



d’ou

Ker(f) ={(x1, 22, —21,0) | 1,29 € R}

=< (1,0,—-1,0),(0,1,0,0) >=< (—1,0,1,0), (0,1,0,0) >

dim(Ker(f)) =2 O
5 Donner une base et la dimension de Im(f).
Im(f) = {21(1,0,1) + 25(1,0,1) + 24(0,1, 1)}

Nous avons éliminé x3 et x4, d’oli la base de Im(f) :

((1,0,1),(0,1,1))

dim(Im(f)) =2 O
6 Vérifier la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).

dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) =2+2=4=dim[R") O



