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I Soit A un anneau. On pose m = Car(A) la caract�eristique de A. On suppose que

8x 2 A x6 = x (�)

1 Montrer que 8x 2 A 62x = 0 (Indication faire x0 = 2x dans (�))

R�eponse : On a (2x)6 = 2x, donc 64x6 = 2x, comme x6 = x, il vient 64x = 2x,
soit 62x = 0 �

2 Montrer que 8x 2 A 726x = 0 (Indication faire x0 = 3x dans (�))

R�eponse : On a (3x)6 = 3x, donc 729x6 = 3x, comme x6 = x, il vient
729x = 3x, soit 726x = 0 �

3 En d�eduire que m divise 2. (On donne 62 = 2:31 726 = 2:3:11:11)

R�eponse : Puisque 8x 2 A 62x = 0, m divise 62.
Puisque 8x 2 A 726x = 0, m divise 726.
m divise 62 et 726, donc m divise pgcd(62; 726) = pgcd(2:31; 2:3:11:11) =
2pgcd(31; 3:11:11) = 2 �

4 En d�eduire que 8x 2 A 2x = 0

R�eponse : on a

m divise 2() (8x 2 A 2x = 0) �
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5 Montrer que 8x 2 A (1 + x)6 = x+ 1 + x4 + x2

R�eponse : Par la formule du binôme (car 1 et x commutent), on a :

(1 + x)6 = x6 + 6x5 + 15x4 + 20x3 + 15x2 + 6x+ 1

Or 6x5 = 2(3x5) = 0, de même 20x3; 6x = 0. 15x4 = x + 14x = x, de même
15x2 = x2. Et on a x6 = x, donc

(1 + x)6 = x+ 1 + x4 + x2 �

Autre r�eponse

(1+ x)6 = ((1+ x)2)3 = (1+ x2)3 = 1+3x2+3x4+ x6 = 1+ x2+ x4+ x �

Autre r�eponse

(1+x)6 = ((1+x)3)2 = (1+3x+3x2+x3)2 = (1+x+x2+x3)2 = 1+x2+x4+x �

6 En d�eduire que 8x 2 A x2 = x

R�eponse : D'apr�es la question pr�ec�edente x2 + x4 = 0, donc x4 = �x2 = x2

(car 2x2 = 0), donc x6 = x4, soit x = x2 �

7 Montrer que A est commutatif. (Seuls les r�esultats du cours peuvent être admis
et utulis�es sans d�emenstration)

R�eponse : Soit a; b 2 A, on a (a+ b)2 = a+ b = a2+ ab+ ba+ b2 = a+ b+ ab+ ba,
donc ab+ ba = 0, donc ab = �ba = ba (car 2ba = 0) �

II Soient dans R [X] les polynômes A = X2 +X � 2 et B = X2 + 2X + 1

1 En utilisant l' algorithme d'Euclide, montrer que pgcd(A;B) = 1

R�eponse :

X2 +X � 2 X2 + 2X + 1 �X � 3
X2 + 2X + 1 1 �X + 1
�X � 3 X2 + 3X

�X + 1
�X � 3
4 6= 0
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Donc X2 + 2X + 1 et X2 +X � 2 sont premiers entre eux. �

On peut aussi permuter les rôles de A et B, cela donne :

X2 + 2X + 1 X2 +X � 2 X + 3
X2 +X � 2 1 X � 2

X + 3 X2 + 3X
�2X � 2
�2X � 6
4 6= 0

Donc X2 + 2X + 1 et X2 +X � 2 sont premiers entre eux. �

2 En d�eduire U; V 2 R [X] v�eri�ant

UA+ V B = 1 avec d�(U); d�(V ) � 1

R�eponse : Posons A = X2 +X � 2 et B = X2 + 2X + 1, on a donc

B = A+X + 3

A = (X + 3)(X � 2) + 4

Donc

A = (B � A)(X � 2) + 4

Donc

1

4
(2�X)B +

1

4
(X � 1)A = 1

Donc

U =
X � 1

4
V =

2�X

4

Avec la condition d�(U); d�(V ) � 1 la solution est unique. �

3 D�ecomposer en �el�ements simples dans R(X) la fraction

F =
X6

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)2
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R�eponse : On a

F =
X6

(X � 1)2(X2 � 2X + 2)2
22 � 4:2 = �4 < 0

Donc

F = Q+
a

X � 1
+

b

(X � 1)2
+

cX + d

X2 � 2X + 2
+

eX + f

(X2 � 2X + 2)2

� Q est le quotient de la division euclidi�ene de X6 par (X2 � 2X + 1)(X2 �
2X + 2)2 soit Q = 1

� Calcul de
a

X � 1
+

b

(X � 1)2

Le mieux est d'utiliser la m�ethode du d�eveloppement limit�e : On pose
h = X � 1

h2F =
(h+ 1)6

(h+ 1)2 � 2(h+ 1) + 2
=

1 + 6h+O(h2)

1 +O(h2)
= 1 + 6h+O(h2)

donc

F =
1

h2
+

6

h
+O(1)

Donc a = 6 et b = 1

une autre m�ethode plus lourde pour calculer a; b est la m�ethode substitution-
division, on a

b = (X � 1)2F jx=1 =
X6

(X2 � 2X + 2)2
jX=1 = 1

ensuite

a = (X � 1)

�
F �

b

(X � 1)2

�����
X=1

soit

a =
X6 � (X2 � 2X + 2)2

(X � 1)(X2 � 2X + 2)2

����
X=1

soit

a =
X6 �X4 + 4X3 � 8X2 + 8X � 4

(X � 1)(X2 � 2X + 2)2

����
X=1

forc�ement 1 est racine au num�erateur. En e�ectuant la division euclidi�ene
du num�erateur par X � 1, on trouve
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X6 �X4 + 4X3 � 8X2 + 8X � 4 = (X � 1)(X5 +X4 + 4X2 � 4X + 4)

donc

a =
X5 +X4 + 4X2 � 4X + 4

(X2 � 2X + 2)2

����
X=1

= 6

On peut aussi utuliser la r�egele du calcul de limite f=g en un x0 lorsque
f(x0) = g(x0) = 0

a =
(X6 � (X2 � 2X + 2)2)

0

((X � 1)(X2 � 2X + 2)2)0

����
X=1

=
(X6 � (X2 � 2X + 2)2)

0

(X2 � 2X + 2)2

����
X=1

= 6

� Calcul de
cX + d

X2 � 2X + 2
+

eX + f

(X2 � 2X + 2)2

Le mieux est d'utiliser la m�ethode du d�eveloppement limit�e : On pose
h = X2�2X+2,. On substitut dans (X2�2X+2)2F , pour cela en remplace
chaque fois que cela se pr�ete X2 par h + 2X � 2 (car h = X2 � 2X + 2),
jusqu'�a ce que il ne reste que des puissance de X de degr�e � 1. On a

(X2 � 2X + 2)2F =
X6

X2 � 2X + 1
=

(h+ 2X � 2)3

(h+ 2X � 2)� 2X + 1

=
(2X � 2)3 � 3(2X � 2)2h+O(h2)

h� 1

(2X�2)3 = 8(X3�3X2+3X�1) = 8(X(h+2X�2)�3(h+2X�2)+3X�1)

= 8(Xh+ 2(h+ 2X � 2)� 2X � 3(h+ 2X � 2) + 3X � 1)

= 8((X � 1)h�X + 1)

3(2X � 2)2h = 12((h+ 2X � 2)� 2X + 1)h = �12h+O(h2)

D'o�u

(h+ 2X � 2)3 = (8X + 4)h� 8(X � 1) +O(h2)

D'o�u

(X2 � 2X + 2)2F = 8(X � 1) + 12h+O(h2)

F =
8(X � 1)

h2
+

12

h
+O(1)

Donc

cX + d

X2 � 2X + 2
+

eX + f

(X2 � 2X + 2)2
=

12

X2 � 2X + 2
+

8(X � 1)

(X2 � 2X + 2)2

Finalement la d�ecomposotion de F est

F = 1 +
6

X � 1
+

1

(X � 1)2
+

12

X2 � 2X + 2
+

8(X � 1)

(X2 � 2X + 2)2
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� Autre m�ethode plus lourde pour calculer
cX + d

X2 � 2X + 2
+

eX + f

(X2 � 2X + 2)2

On cherche U; V tel que U(X2� 2X+1)+V (X2� 2X+2) = 1, on trouve
facilement U = �1; V = 1, alors

eX + f = reste de X6U par X2 � 2X + 2 = 8(X � 1)

On suite

F �
eX + f

(X2 � 2X + 2)2
=

X6 � 8(X � 1)3

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)2
=

=
X4 + 2X3 + 2X2 � 8X + 4

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)

Alors cX+d est le reste de (X4+2X3+2X2�8X+4)U par X2�2X+2,
soit cX + d = 12

� Autre m�ethode de d�ecomposition de F , on remarque que

1

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)
=

1

X2 � 2X + 1
�

1

X2 � 2X + 2

D'o�u

1

(X2 � 2X + 1)(X2 � 2X + 2)2
=

1

X2 � 2X + 1
�

1

X2 � 2X + 2
�

1

(X2 � 2X + 2)2

On multipliant par X6 on se ram�ene �a des fractions pseudo simples �

III Soit K un corps commutatif. Soit m;n 2 N avec m;n � 1. Soit A 2 Mm;n(K) une
matrice m lignes, n colonne. ((m;n) s'appel la taille de A). Soit B 2Mn;m(K).

1 Justi�er que les matrices suivantes sont d�e�nies et donner leurs tailles

AB BA BAB

R�eponse : A de taille (m;n), B de taille (n;m), alors AB est d�e�nit car

Nombre de colonnes de A = Nombre de lignes de B

AB est de taille (m;m)

de même BA est d�e�nit de taille (n; n)
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B de taille (n;m) et AB de taille (m;m), alors BAB est d�e�nit de taille
(n;m) �

Pour une matrice carr�ee M = (�ij), on appel trace de M le scalair
P

i �ii. On
le note tr(M)

2 Montrer que tr(AB) = tr(BA)

R�eponse : Copier-Coller de la session ordinaire :

Posons AB = (cij) 2Mm(K) et BA = (c0ij) 2Mn(K)

tr(AB) =
mX
i=1

cii =
mX
i=1

nX
k=1

aikbki =
nX

k=1

mX
i=1

bkiaik =
nX

k=1

c0kk = tr(BA) �

3 En d�eduire que tr((AB)2) = tr((BA)2) (Indication : (AB)2 = A(BAB) )

R�eponse : On a tr((AB)2) = tr(A(BAB)), comme A(BAB) et (BAB)A
sont d�e�nis, par l'associativit�e du produit matriciel (lui même cons�equence de
l'associativit�e de la composition des applications) on a (BAB)B = (BA)2

tr(A(BAB)) = tr((BAB)A) = tr((BA)2) �

4 Plus g�en�eralement montrer que 8k 2 N (k � 1) tr((AB)k) = tr((BA)k)

R�eponse :

tr((AB)k) = tr(A(BA)k�1B) = tr((BA)k�1BA) = tr((BA)k) �

5 Montrer que l'application M 2Mp(K) �! tr(M) 2 K est lin�eaire.

Dans la suite on note C = I�AB et D = I 0�BA (I; I 0 d�esignant les matrices
identit�es respectivement de même taille que AB et BA)

6 Montrer que tr(C)� tr(D) = m� n
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R�eponse :

tr(C) = tr(I � AB) = tr(I)� tr(AB) = m� tr(AB)

tr(D) = tr(I 0 �BA) = tr(I 0)� tr(BA) = n� tr(BA)

En soustrayant, compte tenu de tr(AB) = tr(BA), cela donne
la relation �

7 Plus g�en�eralement montrer que 8k 2 N (k � 1) tr(Ck)� tr(Dk) = m� n

R�eponse : Comme I et AB commutent, on a

Ck = (I � AB)k = I +
kX

s=1

�
k

s

�
(�1)s(AB)s

Donc

tr(Ck) = m+
kX

s=1

�
k

s

�
(�1)str((AB)s)

de même

tr(Dk) = n+
kX

s=1

�
k

s

�
(�1)str((BA)s)

En soustrayant, compte tenu de tr((AB)s) = tr((BA)s), cela donne
la relation �

On �xe

A =

�
1 �1 2

�1 �1 1

�
B =

0
@ 2 1

1 1
0 1

1
A

8 Calculer AB et BA

R�eponse :

AB =

�
1 2

�3 �1

�
BA =

0
@ 1 �3 5

0 �2 3
�1 �1 1

1
A

8



9 Calculer det(C) et det(D) (Justi�er vos calculs)

R�eponse :

C =

�
0 �2
3 2

�
D =

0
@ 0 3 �5

0 3 �3
1 1 0

1
A

det(C) = det(D) = 6

Ce r�esultat est g�en�eral et peut être d�eduit de 7). �

IV Soit l'application f : R4 �! R
3

(x1; x2; x3; x4) �! (x3 + x1; x4; x3 + x1 + x4)

1 Montrer que f est lin�eaire.

2 Soient B1; B2 les bases canoniques respectivement de R4 et R3. Calculer
MB1B2

(f)

R�eponse :

MB1B2
(f) =

0
@ 1 0 1 0

0 0 0 1
1 0 1 1

1
A �

3 Pour v 2 R4 et w 2 R3, �ecrire matrciellement la relation f(v) = w.

R�eponse :

0
@ 1 0 1 0

0 0 0 1
1 0 1 1

1
A
0
BB@

v1
v2
v3
v4

1
CCA =

0
@ w1

w2

w3

1
A �

4 Donner une base et la dimension de Ker(f).

(x1; x2; x3; x4) 2 Ker(f)()

8<
:

x3 + x1 = 0
x4 = 0
x3 + x1 + x4 = 0

()

8<
:

x3 = �x1 (1)
x4 = 0 (2)
0 = 0
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d'o�u

Ker(f) = f(x1; x2;�x1; 0) j x1; x2 2 Rg

=< (1; 0;�1; 0); (0; 1; 0; 0) >=< (�1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 0) >

dim(Ker(f)) = 2 �

5 Donner une base et la dimension de Im(f).

Im(f) = fx1(1; 0; 1) + x3(1; 0; 1) + x4(0; 1; 1)g

Nous avons �elimin�e x3 et x4, d'o�u la base de Im(f) :

((1; 0; 1); (0; 1; 1))

dim(Im(f)) = 2 �

6 V�eri�er la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 2 + 2 = 4 = dim(R4) �
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