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Les Problemes I, 1T , III, IV et V sont indépendants

I Décomposer en éléments simples. dans R(X) la fraction :

XG
(XY= 1P+ 17

F =

IT On considere dans I'espace vectoriel R? le systeéme :

1
2
3

7 =((1,2,1),(=1,0,1),(2,6,4), (—1,2,3))

Donner le rang de . (Justifier votre réponse)
Donner une base de vect(.¥)

Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus.

III Soit K un corps commutatif et E le sous ensemble de K[X] formé des polynomes
de degré < 3

FE = {ao +G1X+GQX2 +03X3 ’ o, A1, Q9,03 € K}

Montrer que E est un sous espace vectoriel de K [X]
Montrer que (1, X, X2, X3) est une base de F
Soit

f  E— K?
P — (P(0), P(1))

3 Montrer que f est linéaire.

ow ~ O

Justifier que la matrice de f dans les bases B = (1, X, X2, X3) et
B' = ((1,0),(0,1)) est

MBB’(f):|:1 (i] (1) (1)]

Soit P € F, donner au moyen de Mpp (f) écriture explicite de f(P)
Donner une base de ker(f)
En déduire que si P € ker(f) alors P est de la forme X (X — 1)(aX + b)

Donner au moyen de Mpg (f), un générateur ensuite une base de I'm(f)



9 Vérifier la formule liant dim(ker(f)) et dim(Im(f))
10 Soit By = (1, X, X (X — 1), X (X — 1)?). Montrer que B, est une base de F
11 Ecrire la matrice de f dans les bases B, et B’
12 Donner la matrice de passage de B a By

13 Vérifier la formule de changement de base entre Mpp (f) et Mp,p (f)

IV Soit dans My(R) la matrice :

1 -1 0 O
1 -1 0 O
4= 1 1 2 -2
5 4 2 =2

1 Justifier que le polynome caractéristique de A est Py = X*
2 Donner les valeurs propres de A
3 Donner les vecteurs propres de A

4 A est elle diagonalisable 7 (justifier votre réponse).

V Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,¢g € Z(F) des endomor-
phismes de E. On suppose que

E = ker(f) + ker(g) et  E=1Im(f)+ Im(g)
1 Montrer que
dim(E) < dim(ker(f)) + dim(ker(g)) (1)
et
dim(E) < dim(Im(f)) +dim(Im(g)) ~ (2)
2 En déduire que
2dim(E) < (dim(ker(f))+dim(ker(g)))+ (dim(Im(f))+dim(Im(g)))  (3)

3 Montrer que (3) est une égalité
4 En déduire que (1) et (2) sont des égalités
5 Montrer que les sommes ker(f) + ker(g) et Im(f) + I'm(g) sont directes



