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Les Problemes I, 1T , ITI, TV et V sont indépendants
solution

I Décomposer en éléments simples. dans R(X) la fraction :

XG

P ey

Réponse :

FoQx ¢ b +cX+cl eX+f
B X—1 (X—-12 X2+1 (X2+1)2

e () quotient de la division euclidiene de X° par (X —1)*(X?+1)? — Q=1

e Pour calculer a,b on pose h = X — 1 et on effectue un développement limité a
I'ordre 1 de h?F

2 E X6 _ (h+1)°
(X2+1)2 | ((A+1)241)2
= MO owy =14t o)
©4(1+2h) B
par suite
1 1
F= + +

44X-1)2 X-1 "
e Pour calculer ¢,d, e, f on pose h = X2+ 1, on a

6 _ 3 B 2
o X _(h=1)" _ —1+3h+0(h?) )
(X -1)% |, , h-2X h—2X

(=1 +3h)(h+2X)+O(h?) —2X+(6X —1)h+ O(h?)

(h—2X)(h +2X) B h? — 4X?2

_ —2X + (6X — 1)k + O(h?)
B 4 —4h + O(h?)




= —%X + 3(4)( — Dh+ O(h?)

par suite
B -X n —1+44X n
C2(X241)2 0 4(X241)
Finalement
1 1 -X —1+4+4X
F=1+ + +

X -1 X -1 axry1e T aHxXT+0)

Remarque : On peut aussi faire directement la division euclidienne suivant les
puissace croissance de h avec retenue, de —1 + 3h par —2X + h, dans (x), le
pivot est 1/(—2X) = X/2 mod(h)

—143h —2X +h

X2+ (=X/2h=—14+(1—-X/2)h | —X/2+ (X + X2/4)h = -X/2+ (X —1/4)h

(2+ X/2)h

Autre méthode par I'identité de Besout : On cherche U tel que U(X — 1)? =
1+V(X?2+1) — U = X/2, alors eX + [ est le reste de X°U par X%+ 1 —
eX + f = —X/2, posons X6 — (X —1)?(eX + f) = Ax(X?+ 1) — Ay =

1
X4—X2+§X, alors cX +d est le reste de AyU par X?+1 — cX+d=X—-1/4

Autre méthode on dévellope

X3
b=y

Fi=1+ L + Al
T T (X —1) T 2(xX241)
et on a
1 X —1)2 1 X—1 1
F=F’=1+ + ( )

HX 12 X412 X1 XEi1 x40

Le seul élément non simple est




F_1+1+1+X—1+1+1 X
S X -1 4(X 12 X241 2(X241) 4(X241) 2(X2+1)2

P S 1 N 4X -1 X
X -1 AX 1) 4(X24H1) 2(X241)2

Autre méthode par identification, on multplie F' par (X — 1)2(X2 4+ 1)? et on
identifie les coeficients. 0J

IT On considere dans I'espace vectoriel R? le systéme :

< =((1,2,1),(-1,0,1),(2,6,4),(—1,2,3))

1 Donner le rang de . (Justifier votre réponse)
On résoud le systeme

I1—$2+2£L’3—£L’4:0
L1017 + Tovs + X303 + 1404 = 0 < 2z1 + 623+ 224 =0
1+ 29 +4x3+ 324 =0

Ty =Ty — 203 + X4 (x)(1)
= 2(.T2 — 23 + 5174) + 623 + 224 =0
(ZEQ —21]3+ZE4)+£L’2+4ZE3+3£L’4 =0

(+)(1)
<— 209 + 223+ 424, =0
229 + 223 + 424 =0

= {0

To = —x3 — 21wy (x)(2)

2 inconnues éliminées — le rang = 2 O

Autre méthode : (vy,v9) est libre car 1/ — 1 # 2/0. Donc le rang est aumoin
2, on a (calcul) Jvg = 3vy + vy et vy = vy + 20, donc le rang =2 O

Autre méthode : On applique 1'algorithme de complétition a savoir (rappel) :
E espace vectoriel, L C E libre , G C F générateur :

i. Si G = § terminer L est une base
ii. Soit x € G, G =G\ {z}
iii. Six ¢ vec(L) alors L= LU {x}
iv. Aller a i.



Ici E =vect(¥), L=0et G=.

i. G#0

. 2 =v; — G = (vg,v3,vy)

ii. © ¢ vect(L) = {0} — L = (vy)
i. G#0

.z =vy — G = (v3,v4)

. o ¢ vect(L) — L = (v1,v9)

i. G#0

. 2 =v3 — G = (vg)

ii. z € vect(L) — L = (vy,v9)

i. G#0

i o=v —G=10

ii. o € vect(L) — L = (v1,v9)

i. G =0 — L= (vy,v2) est une base [

Autre méthode : On ramene a une matrice échelonnée la matrice du systeme
(/Ub Vg, U3, U4)

1 -1 2 -1
2 06 2
1 14 3
On a
1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 2 -1
2 06 2]|]~10 22 4)|1~10 22 4] —rang=2
1 14 3 0 2 2 4 0 00 O

Donner une base de vect(.¥)

Réponse : Par la premiére méthode 1, x2 inconnues éliminées — (vy, vs)
base. Par la deuxieme et la trisieme méthode aussi (v, v2) base. O]

Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus.
Réponse : Par la premiere méthode, la solution du systeme linéaire est :

{(_31'3 — Ty, —X3 — 2:174; $3,$4) ’ T3,y S R}

Soit
—Us —Uyg
Ty = —3x3 —x4
Ty = — —Tgz —2x4,
En lisant verticalement la solution — v3 = 3vy + v9 vy = v + 209 OJ

Autre possibilitées :



Vg = —3U1 + vs

('Ul,?)g) base — { Vg = —5U1 + 27)3

( 1 1
Vo = —57)1 + 51)4
(v1,v4) base —
d n 1
U3 = —vU; + =v
| BTt g
( 1 N 1
vy = —=Ug + =V
1 V2T 30
(v9,v3) base —
d 1
\ Vg = 57)2 + §’U3
v = —2U9 + vy

(v9,v4) base —
V3 = —5’02 + 3U4

2 1
v = 51)3 — 57)4
(v3,v4) base —
1 3
Vo = —503 =+ 31}4 ]

IIT Soit K un corps commutatif et E le sous ensemble de K[X] formé des polynémes
de degré < 3

E={a+a X +aX’+a3X° | ap,a1,as,a5 € K}

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de K [X]
Réponse :
e Le polynome 0 appartient & F car 0 = 0 +0X 4+ 0X2 4+ 0X3 — E # ()
e Si PQ € Eet)c K écrivons P = ag + a1 X + as X% + a3 X3 et Q =

b() + le —+ b2X2 -+ b3X3 alors P + )\Q = (a() —+ )\bo) + (0,1 + /\bl)X + (GQ +
Aby) X? + (a3 + Ab3) X3 donc P + AQ € E, autre méthode :

(P + Q) < maz(d°(P),d(0Q)) <3 O

2 Montrer que (1, X, X%, X3) est une base de F

Réponse : Par construction c’est un générateur et il est libre par définition
de K [X] O

f  E— K?
P — (P(0), P(1))



3 Montrer que f est linéaire.
Réponse : Soient P,QQ € Fet A€ K

FP+2Q) = (P +AQ)(0), (P +AQ)(1)) = (P(0) + AQ(0), P(1) + AQ(1))

= (P(0), P(1)) + AMQ(0),Q(1)) = f(P) + Af(Q) O
Autre méthode au moyen de I’écriture explicite de
f(P):(ao,ao+a1+a2+a3) ]

4 Justifier que la matrice de f dans les bases B = (1, X, X2, X3) et
B' = ((1,0),(0,1)) est

MBB'(f):{i (1) (1) (1)]

Réponse : On a :

o f(1)=(L1)=1(1,0) + 1(0,1)

e f(X)=1(0,1)=0(1,0) +1(0,1)

e f(X2)=1(0,1)=0(1,0) + 1(0, 1)

o f(X?*) =(0,1)=0(1,0)+1(0,1) O

5 Soit P € E, donner au moyen de Mpp (f) I'écriture explicite de f(P)
Réponse : Mg (f(P)) = Mpp (f)Mp(P)), soit :

(F)-lee|

- o ]
ap + a1+ az + as

6 Donner une base de ker(f)
Réponse : Soit P = ag + a1 X +ax X2+ a3 X3 € F

P € ker(f) <= f(P) = (0,0)<:>{ Zgi31+a2+a3

<~ *(1) <~ *(1)
ai + as + as — 0
Donc

ker(f) = {(—as — a3) X + asX* + a3 X° | az,a3 € K} O



7 En déduire que si P € ker(f) alors P est de la forme X(X — 1)(aX +b)

9

10

11

12

Réponse : (—ay — a3)X + apX? + a3 X? = a3(X? — X) + a3(X? — X?) =
(CL2+CZ3X)(X2—X) I
Donner au moyen de Mpg (f), un générateur ensuite une base de I'm(f)

Réponse : Un générateur de Im(f) est .~ = (f(1), f(X), f(X?), f(X?)) et la
matrice de . dans B est

Mp(Y) = Mgp/(f)

On a (1,1),(0,1) libre et (0,1) € vect((1,1),(0,1)) donc une base des colonnes
de Mp(#) est (1,1),(0,1), donc une base de vect(.#) est (f(1), f(X)) soit une
base de Im(f) est (f(1), f(X)) O

Vérifier la formule liant dim(ker(f)) et dim{(Im(f))

Réponse : dim(E) =4 =2+ 2 = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) O

Soit By = (1, X, X (X — 1), X(X — 1)?). Montrer que B, est une base de F
Réponse : Comme |By| = 4 = dim(F) il suffit de montrer que By est libre,
soit une relation :

Mol + M X 4+ XX -1+ XX -1)2=0

e Avec X =0— X =0
e Avec X =1— X =0
e Il reste Ao X (X — 1)+ A3X (X —1)? = 0 donc en simplifiant par X (X —1)
ilreste oy + XX =0— X =A3=0 O
Ecrire la matrice de f dans les bases By et B’
Réponse : On a :

e f(1)=(1,1)=1(1,0) + 1(0,1)

e f(X)=(0,1)=0(1,0)+ 1(0,1)

e f(X(X —1))=(0,0)=0(1,0)+0(0,1)

o f(X(X—1)?) =(0,1)=0(1,0) +0(0,1)
Donc

Donner la matrice de passage de B a By
Réponse :

e 1=1.04+0X+0X?+0X?
e X =00+1X+0X%2+0X3
e X(X-1)=00+(-1)X +1X2+0X3

e X(X—12=X-2X+X*=00+1X + (-2)X2 +1X3



donc :

10 0 0
01 -1 1
Po, = g g 1 _9 -
0 0 1

13 Vérifier la formule de changement de base entre Mpp (f) et Mp,p (f)
Réponse :

MB2B’ = PB_IlBlMBB,(f)PBBQ = MBB’(f)PBBZ

10 0 0
1000} (1000 01 -1 1 0
1100} (1111 00 1 =2
00 0 1
IV Soit dans M, (R) la matrice :
1 -1 0 O
1 -1 0 O
A= 1 1 2 =2
5 4 2 =2
1 Justifier que le polynome caractéristique de A est Py = X*
Réponse :
1-X -1 0 0
1 -1-X 0 0
Py =det(A—Xp,) = 1 1 9_ X _9
5 4 2 —-2-X
| 1-X -1 2—-X -2
- 1 -1-X 2 —-2-X
—1-1-X)H4-(d-XH))=Xx* O
2 Donner les valeurs propres de A
Réponse :
sp(4) ={0} O
3 Donner les vecteurs propres de A
Réponse :
r—y=0 x=y * (1)
z—y=20 0=0
@y at)€Boe= 1 Lo 920 T wt2:-2=0

br+4y+22—-2t=0 9y +22 -2t =0



z—t=0 z=1 % (3)
Donc
By ={(0,0,,1) | te K} O

4 A est elle diagonalisable 7 (justifier votre réponse).
Réponse : A n’est pas diagonalisable car dim(Ey) =1 # mg = 4 O

V Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,¢g € Z(F) des endomor-
phismes de E. On suppose que

E = ker(f) + ker(g) et  E=1Im(f)+ Im(g)
1 Montrer que
dim(E) < dim(ker(f)) + dim(ker(g)) (1)
et
dim(E) < dim(Im(f)) + dim(Im(g))  (2)
Réponse : D’aprés le cours dim(F + F') < dim(F) + dim(F"), donc :

dim(E) = dim(ker(f) + ker(g)) < dim(ker(f)) + dim(ker(g))

dim(E) = dim(Im(f) + Im(g)) < dim(Im(f)) + dim(Im(g)) O
2 En déduire que
2dim(E) < (dim(ker(f))+dim(ker(g)))+ (dim(Im(f))+dim(Im(g))) (3)

Réponse : On fait la somme membre a membre des deux inégalités O

3 Montrer que (3) est une égalité
Réponse : (3) est une églité car

(dim(ker(f)) + dim(ker(g))) + (dim(Im(f)) + dim(Im(g)))

= (dim(ker(f))+dim(Im(f)))+(dim(ker(g))+dim(Im(g))) = dim(E)+dim(E) O

4 En déduire que (1) et (2) sont des égalités
Réponse : Si (1) ou (2) est stricte (3) serait stricte O

5 Montrer que les sommes ker(f) + ker(g) et Im(f) + Im(g) sont directes
Réponse : D’apres le cours si dim(F),dim(F’) finies et dim(F + F') =
dim(F) + dim(F") alors F + F' est directe O



