
UNIVERSITE MOHAMED 1er
FACULTE DES SCIENCES

D�epartement de Math�ematiques
et Informatique

Oujda

SMAI Semestre 2
Alg�ebre 2
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Les Probl�emes I, II , III, IV et V sont ind�ependants

solution

I D�ecomposer en �el�ements simples. dans R(X) la fraction :

F =
X6

(X � 1)2(X2 + 1)2

R�eponse :

F = Q+
a

X � 1
+

b

(X � 1)2
+
cX + d

X2 + 1
+

eX + f

(X2 + 1)2

� Q quotient de la division euclidi�ene de X6 par (X � 1)2(X2 + 1)2 �! Q = 1

� Pour calculer a; b on pose h = X � 1 et on e�ectue un d�eveloppement limit�e �a
l'ordre 1 de h2F

h2F =
X6

(X2 + 1)2

����
X=h+1

=
(h+ 1)6

((h+ 1)2 + 1)2

=
1 + 6h

4(1 + 2h)
+O(h2) = 1=4 + h+O(h2)

par suite

F =
1

4(X � 1)2
+

1

X � 1
+ : : :

� Pour calculer c; d; e; f on pose h = X2 + 1, on a

h2F =
X6

(X � 1)2

����
X2=h�1

=
(h� 1)3

h� 2X
=
�1 + 3h+O(h2)

h� 2X
(�)

=
(�1 + 3h)(h+ 2X) +O(h2)

(h� 2X)(h+ 2X)
=
�2X + (6X � 1)h+O(h2)

h2 � 4X2

=
�2X + (6X � 1)h+O(h2)

4� 4h+O(h2)
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= �
1

2
X +

1

4
(4X � 1)h+O(h2)

par suite

F =
�X

2(X2 + 1)2
+
�1 + 4X

4(X2 + 1)
+ : : :

Finalement

F = 1 +
1

4(X � 1)2
+

1

X � 1
+

�X

2(X2 + 1)2
+
�1 + 4X

4(X2 + 1)

Remarque : On peut aussi faire directement la division euclidi�enne suivant les
puissace croissance de h avec retenue, de �1 + 3h par �2X + h, dans (�), le
pivot est 1=(�2X) = X=2 mod(h)

�1 + 3h �2X + h

X2 + (�X=2)h = �1 + (1�X=2)h �X=2 + (X +X2=4)h = �X=2 + (X � 1=4)h

(2 +X=2)h

Autre m�ethode par l'identit�e de Besout : On cherche U tel que U(X � 1)2 =
1+ V (X2+1) �! U = X=2, alors eX + f est le reste de X6U par X2+1 �!
eX + f = �X=2, posons X6 � (X � 1)2(eX + f) = A2(X

2 + 1) �! A2 =

X4�X2+
1

2
X, alors cX+d est le reste de A2U parX2+1 �! cX+d = X�1=4

Autre m�ethode on d�evellope

F1 =
X3

(X � 1)(X2 + 1)
�!

F1 = 1 +
1

2(X � 1)
+

X � 1

2(X2 + 1)

et on a

F = F 2
1 = 1 +

1

4(X � 1)2
+

(X � 1)2

4(X2 + 1)2
+

1

X � 1
+

X � 1

X2 + 1
+

1

2(X2 + 1)

Le seul �el�ement non simple est

(X � 1)2

4(X2 + 1)2
=

h� 2X

4h2
=

1

4h
�

X

2h2
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D'o�u

F = 1+
1

X � 1
+

1

4(X � 1)2
+

X � 1

X2 + 1
+

1

2(X2 + 1)
+

1

4(X2 + 1)
�

X

2(X2 + 1)2

= 1 +
1

X � 1
+

1

4(X � 1)2
+

4X � 1

4(X2 + 1)
�

X

2(X2 + 1)2

Autre m�ethode par identi�cation, on multplie F par (X � 1)2(X2 + 1)2 et on
identi�e les coe��cients. �

II On consid�ere dans l'espace vectoriel R3 le syst�eme :

S = ((1; 2; 1); (�1; 0; 1); (2; 6; 4); (�1; 2; 3))

1 Donner le rang de S (Justi�er votre r�eponse)

On r�esoud le syst�eme

x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4 = 0()

8<
:

x1 � x2 + 2x3 � x4 = 0
2x1 + 6x3 + 2x4 = 0

x1 + x2 + 4x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

x1 = x2 � 2x3 + x4 (�)(1)
2(x2 � 2x3 + x4) + 6x3 + 2x4 = 0
(x2 � 2x3 + x4) + x2 + 4x3 + 3x4 = 0

()

8<
:

(�)(1)
2x2 + 2x3 + 4x4 = 0
2x2 + 2x3 + 4x4 = 0

()

�
(1)
x2 = �x3 � 2x4 (�)(2)

2 inconnues �elimin�ees �! le rang = 2 �

Autre m�ethode : (v1; v2) est libre car 1= � 1 6= 2=0. Donc le rang est aumoin
2, on a (calcul) )v3 = 3v1 + v2 et v4 = v1 + 2v2 donc le rang =2 �

Autre m�ethode : On applique l'algorithme de compl�etition �a savoir (rappel) :

E espace vectoriel, L � E libre , G � E g�en�erateur :

i. Si G = ; terminer L est une base

ii. Soit x 2 G, G = G n fxg

iii. Si x =2 vec(L) alors L = L [ fxg

iv. Aller �a i.
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Ici E = vect(S ), L = ; et G = S

i. G 6= ;
ii. x = v1 �! G = (v2; v3; v4)
ii. x =2 vect(L) = f0g �! L = (v1)
i. G 6= ;
ii. x = v2 �! G = (v3; v4)
ii. x =2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G 6= ;
ii. x = v3 �! G = (v4)
ii. x 2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G 6= ;
ii. x = v4 �! G = ;
ii. x 2 vect(L) �! L = (v1; v2)
i. G = ; �! L = (v1; v2) est une base �

Autre m�ethode : On ram�ene �a une matrice �echelonn�ee la matrice du syst�eme
(v1; v2; v3; v4)

0
@ 1 �1 2 �1

2 0 6 2
1 1 4 3

1
A

On a :

0
@ 1 �1 2 �1

2 0 6 2
1 1 4 3

1
A �

0
@ 1 �1 2 �1

0 2 2 4
0 2 2 4

1
A �

0
@ 1 �1 2 �1

0 2 2 4
0 0 0 0

1
A �! rang = 2 �

2 Donner une base de vect(S )

R�eponse : Par la premi�ere m�ethode x1; x2 inconnues �elimin�ees �! (v1; v2)
base. Par la deuxi�eme et la trisi�eme m�ethode aussi (v1; v2) base. �

3 Donner la d�ecomposition des autres �el�ements de S dans la base ci-dessus.

R�eponse : Par la premi�ere m�ethode, la solution du syst�eme lin�eaire est :

f(�3x3 � x4;�x3 � 2x4; x3; x4) j x3; x4 2 Rg

Soit

�v3 �v4
x1 = �3x3 �x4
x2 = � �x3 �2x4;

En lisant verticalement la solution �! v3 = 3v1 + v2 v4 = v1 + 2v2 �

Autre possibilit�ees :
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(v1; v3) base �!

�
v2 = �3v1 + v3
v4 = �5v1 + 2v3

(v1; v4) base �!

8>>><
>>>:

v2 = �
1

2
v1 +

1

2
v4

v3 =
5

2
v1 +

1

2
v4

(v2; v3) base �!

8>>><
>>>:

v1 = �
1

3
v2 +

1

3
v3

v4 =
5

3
v2 +

1

3
v3

(v2; v4) base �!

8<
:

v1 = �2v2 + v4

v3 = �5v2 + 3v4

(v3; v4) base �!

8>>><
>>>:

v1 =
2

5
v3 �

1

5
v4

v2 = �
1

5
v3 +

3

5
v4 �

III Soit K un corps commutatif et E le sous ensemble de K[X] form�e des polynômes
de degr�e � 3

E =
�
a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3 j a0; a1; a2; a3 2 K

	

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de K [X]

R�eponse :

� Le polynôme 0 appartient �a E car 0 = 0 + 0X + 0X2 + 0X3 �! E 6= ;

� Si P;Q 2 E et � 2 K �ecrivons P = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 et Q =
b0 + b1X + b2X

2 + b3X
3 alors P + �Q = (a0 + �b0) + (a1 + �b1)X + (a2 +

�b2)X
2 + (a3 + �b3)X

3 donc P + �Q 2 E, autre m�ethode :

d�(P + �Q) � max(d�(P ); d�(�Q)) � 3 �

2 Montrer que (1; X;X2; X3) est une base de E

R�eponse : Par construction c'est un g�en�erateur et il est libre par d�e�nition
de K [X] �

f : E �! K2

P �! (P (0); P (1))
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3 Montrer que f est lin�eaire.

R�eponse : Soient P;Q 2 E et � 2 K

f(P + �Q) = ((P + �Q)(0); (P + �Q)(1)) = (P (0) + �Q(0); P (1) + �Q(1))

= (P (0); P (1)) + �(Q(0); Q(1)) = f(P ) + �f(Q) �

Autre m�ethode au moyen de l'�ecriture explicite de

f(P ) = (a0; a0 + a1 + a2 + a3) �

4 Justi�er que la matrice de f dans les bases B = (1; X;X2; X3) et
B0 = ((1; 0); (0; 1)) est

MBB0(f) =

�
1 0 0 0
1 1 1 1

�

R�eponse : On a :

� f(1) = (1; 1) = 1(1; 0) + 1(0; 1)

� f(X) = (0; 1) = 0(1; 0) + 1(0; 1)

� f(X2) = (0; 1) = 0(1; 0) + 1(0; 1)

� f(X3) = (0; 1) = 0(1; 0) + 1(0; 1) �

5 Soit P 2 E, donner au moyen de MBB0(f) l'�ecriture explicite de f(P )

R�eponse : MB0(f(P )) = MBB0(f)MB(P )), soit :

�
P (0)
P (1)

�
=

�
1 0 0 0
1 1 1 1

�
0
BB@

a0
a1
a2
a3

1
CCA

=

�
a0

a0 + a1 + a2 + a3

�
�

6 Donner une base de ker(f)

R�eponse : Soit P = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 2 E

P 2 ker(f)() f(P ) = (0; 0)()

�
a0 = 0
a0 + a1 + a2 + a3

()

�
�(1)
a1 + a2 + a3 = 0

()

�
�(1)
a1 = �a2 � a3 � (2)

Donc

ker(f) =
�
(�a2 � a3)X + a2X

2 + a3X
3 j a2; a3 2 K

	
�
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7 En d�eduire que si P 2 ker(f) alors P est de la forme X(X � 1)(aX + b)

R�eponse : (�a2 � a3)X + a2X
2 + a3X

3 = a2(X
2 � X) + a3(X

3 � X2) =
(a2 + a3X)(X2 �X) �

8 Donner au moyen de MBB0(f), un g�en�erateur ensuite une base de Im(f)

R�eponse : Un g�en�erateur de Im(f) est S = (f(1); f(X); f(X2); f(X3)) et la
matrice de S dans B est

MB(S ) = MBB0(f)

On a (1; 1); (0; 1) libre et (0; 1) 2 vect((1; 1); (0; 1)) donc une base des colonnes
deMB(S ) est (1; 1); (0; 1), donc une base de vect(S ) est (f(1); f(X)) soit une
base de Im(f) est (f(1); f(X)) �

9 V�eri�er la formule liant dim(ker(f)) et dim(Im(f))

R�eponse : dim(E) = 4 = 2 + 2 = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) �

10 Soit B2 = (1; X;X(X � 1); X(X � 1)2). Montrer que B2 est une base de E

R�eponse : Comme jB2j = 4 = dim(E) il su�t de montrer que B2 est libre,
soit une relation :

�0:1 + �1X + �2X(X � 1) + �3X(X � 1)2 = 0

� Avec X = 0 �! �0 = 0

� Avec X = 1 �! �1 = 0

� Il reste �2X(X � 1) + �3X(X � 1)2 = 0 donc en simpli�ant par X(X � 1)
il reste �2 + �3X = 0 �! �2 = �3 = 0 �

11 Ecrire la matrice de f dans les bases B2 et B
0

R�eponse : On a :

� f(1) = (1; 1) = 1(1; 0) + 1(0; 1)

� f(X) = (0; 1) = 0(1; 0) + 1(0; 1)

� f(X(X � 1)) = (0; 0) = 0(1; 0) + 0(0; 1)

� f(X(X � 1)2) = (0; 1) = 0(1; 0) + 0(0; 1)

Donc

MB2B0(f) =

�
1 0 0 0
1 1 0 0

�
�

12 Donner la matrice de passage de B �a B2

R�eponse :

� 1 = 1:0 + 0X + 0X2 + 0X3

� X = 0:0 + 1X + 0X2 + 0X3

� X(X � 1) = 0:0 + (�1)X + 1X2 + 0X3

� X(X � 1)2 = X � 2X2 +X3 = 0:0 + 1X + (�2)X2 + 1X3
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donc :

PBB2
=

0
BB@

1 0 0 0
0 1 �1 1
0 0 1 �2
0 0 0 1

1
CCA �

13 V�eri�er la formule de changement de base entre MBB0(f) et MB2B0(f)

R�eponse :

MB2B0 = P�1
B0B0MBB0(f)PBB2

= MBB0(f)PBB2

�
1 0 0 0
1 1 0 0

�
=

�
1 0 0 0
1 1 1 1

�
0
BB@

1 0 0 0
0 1 �1 1
0 0 1 �2
0 0 0 1

1
CCA �

IV Soit dans M4(R) la matrice :

A =

0
BB@

1 �1 0 0
1 �1 0 0
1 1 2 �2
5 4 2 �2

1
CCA

1 Justi�er que le polynôme caract�eristique de A est PA = X4

R�eponse :

PA = det(A�XI4) =

��������

1�X �1 0 0
1 �1�X 0 0
1 1 2�X �2
5 4 2 �2�X

��������

=

���� 1�X �1
1 �1�X

����
���� 2�X �2

2 �2�X

����

= (1� (1�X2))(4� (4�X2)) = X4
�

2 Donner les valeurs propres de A

R�eponse :

sp(A) = f0g �

3 Donner les vecteurs propres de A

R�eponse :

(x; y; z; t) 2 E0 ()

8>><
>>:

x� y = 0
x� y = 0
x+ y + 2z � 2t = 0
5x+ 4y + 2z � 2t = 0

()

8>><
>>:

x = y � (1)
0 = 0
2y + 2z � 2t = 0
9y + 2z � 2t = 0
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()

8<
:
�(1)
y = t� z � (2)
z � t = 0

()

8<
:
�(1)
�(2)
z = t � (3)

Donc

E0 = f(0; 0; t; t) j t 2 Kg �

4 A est elle diagonalisable ? (justi�er votre r�eponse).

R�eponse : A n'est pas diagonalisable car dim(E0) = 1 6= m0 = 4 �

V Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Soient f; g 2 L (E) des endomor-
phismes de E. On suppose que

E = ker(f) + ker(g) et E = Im(f) + Im(g)

1 Montrer que

dim(E) � dim(ker(f)) + dim(ker(g)) (1)

et

dim(E) � dim(Im(f)) + dim(Im(g)) (2)

R�eponse : D'apr�es le cours dim(F + F 0) � dim(F ) + dim(F 0), donc :

dim(E) = dim(ker(f) + ker(g)) � dim(ker(f)) + dim(ker(g))

dim(E) = dim(Im(f) + Im(g)) � dim(Im(f)) + dim(Im(g)) �

2 En d�eduire que

2dim(E) � (dim(ker(f))+dim(ker(g)))+(dim(Im(f))+dim(Im(g))) (3)

R�eponse : On fait la somme membre �a membre des deux in�egalit�es �

3 Montrer que (3) est une �egalit�e

R�eponse : (3) est une �eglit�e car

(dim(ker(f)) + dim(ker(g))) + (dim(Im(f)) + dim(Im(g)))

= (dim(ker(f))+dim(Im(f)))+(dim(ker(g))+dim(Im(g))) = dim(E)+dim(E) �

4 En d�eduire que (1) et (2) sont des �egalit�es

R�eponse : Si (1) ou (2) est stricte (3) serait stricte �

5 Montrer que les sommes ker(f) + ker(g) et Im(f) + Im(g) sont directes

R�eponse : D'apr�es le cours si dim(F ); dim(F 0) �nies et dim(F + F 0) =
dim(F ) + dim(F 0) alors F + F 0 est directe �
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