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Les Problemes I, II , ITI, IV et V sont indépendants

I Décomposer en éléments simples. dans R(X) la fraction :

X +1
X3(X2+ X 1)

IT On considere dans l'espace vectoriel R? le systeme :

7 = ((1,-1,2),(~-1,-1,0), (3,-5,8), (1,—5,6))

1 Justifier que le rang de . est 2
2 Donner une base de vect(.7)

3 Donner la décomposition des autres éléments de . dans la base ci-dessus (On
ne demande pas de calculer toutes les décompositions possibles).

III On rappel que R désigne 'ensemble de toutes les applications de N vers R, ¢’est un
espace vectoriel sur R pour les lois f +¢ : @ — f(z) + g(x) et Af 2z — Af(x).
On pose F le sous ensemble de RY formé des applications f : N — R telles que :

VneN  f(n+2)=2f(n+1)— f(n)

1 Montrer que EF est un sous espace vectoriel de RY
2 Soit ¢ : E — R? I'application définie par ¢(f) = (f(0), (1)) pour tout f € E.

i. Montrer que ¢ est linéaire.
ii. Soit f € F telle que f(0) = f(1) = 0, montrer que f(n) = 0 pour tout
n € N.
iii. En déduire que ¢ est injective.
iv. Soit ¥ : E — Im(y) lapplication définie par @(x) = p(z). Montrer que
@ est un isomorphisme d’espace vectoriel.
v. En déduire que dim(F) < 2.
3 On considere les applications g, h : N — R données par g(n) = 1 et h(n) =n
pour tout n € N.
i. Montrer que g et h appartiennent a F.
ii. Montrer que le systeme ((g(0), g(1)), (h(0), h(1))) est libre dans R
iii. En déduire que le systeme (g, h) est libre dans E.



iv. Montrer que dim(E) = 2.
4 Montrer que pour tout f € F ils existent «, € R uniques tel que f = ag+ Sh

5 Montrer que pour tout f € FonaVneN  f(n)= f(0)+ (f(1) — f(0))n
Soit n € N (n > 1) et sur R le determinant d’ordre n

2 1 0 0

12 1 0 ... 0

0 1 2 1 0 0

o 0o 1 2 1 0 0

op = :
0

o 0 ... ... ... 0 1 2

6 Montrer que pour tout n € N (n > 1) on a 49 = 20,41 — 0p
7 Soit f : N — R tel que f(n) = 0,11

i. Montrer que f €

ii. En utilisant 5. montrer que Vn € N op=n-+1

IV Soit dans M3(R) la matrice :

10
A= 0 2
01

— o O

1 Justifier que le polynome caractéristique de A est Py = —(X — 1)?(X — 2)
2 Donner les valeurs propres de A
3 Donner les vecteurs propres de A
4 A est elle diagonalisable 7 (justifier votre réponse).
V Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € Z(FE) des endomor-
phismes de E. On suppose que fog =20
1 Montrer que Im(g) C ker(f)
2 En déduire que dim(Im(g)) + dim(Im(f)) < dim(E)
Dans la suite, on suppose de plus que f + g est bijectif
Montrer que Yy € E dr e F y= f(x)+g(z)
En déduire que E = Im(f) + Im(g)
Montrer que dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f))
Montrer que Im(f) + Im(g) est directe
Montrer que V(z1,22) € E? il existe 2 € E tel que f(z) = f(z1) et g(z) = g(x2)

O ~J O Ot = W

Montrer que V(z1,x;) € E? il existe z € E tel que x = 21  mod (ker(f)) et
x=1x9 mod (ker(g))



