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Les Probl�emes I, II , III, IV et V sont ind�ependants

I D�ecomposer en �el�ements simples. dans R(X) la fraction :

F =
X + 1

X3(X2 +X + 1)2

II On consid�ere dans l'espace vectoriel R3 le syst�eme :

S = ((1;�1; 2); (�1;�1; 0); (3;�5; 8); (1;�5; 6))

1 Justi�er que le rang de S est 2

2 Donner une base de vect(S )

3 Donner la d�ecomposition des autres �el�ements de S dans la base ci-dessus (On
ne demande pas de calculer toutes les d�ecompositions possibles).

III On rappel que RN d�esigne l'ensemble de toutes les applications de N vers R, c'est un
espace vectoriel sur R pour les lois f + g : x �! f(x) + g(x) et �f : x �! �f(x).
On pose E le sous ensemble de RN form�e des applications f : N �! R telles que :

8n 2 N f(n+ 2) = 2f(n+ 1)� f(n)

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de RN

2 Soit ' : E ! R
2 l'application d�e�nie par '(f) = (f(0); f(1)) pour tout f 2 E.

i. Montrer que ' est lin�eaire.

ii. Soit f 2 E telle que f(0) = f(1) = 0, montrer que f(n) = 0 pour tout
n 2 N.

iii. En d�eduire que ' est injective.

iv. Soit ' : E �! Im(') l'application d�e�nie par '(x) = '(x). Montrer que
' est un isomorphisme d'espace vectoriel.

v. En d�eduire que dim(E) � 2.

3 On consid�ere les applications g; h : N ! R donn�ees par g(n) = 1 et h(n) = n

pour tout n 2 N.

i. Montrer que g et h appartiennent �a E.

ii. Montrer que le syst�eme ((g(0); g(1)); (h(0); h(1))) est libre dans R2.

iii. En d�eduire que le syst�eme (g; h) est libre dans E.
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iv. Montrer que dim(E) = 2.

4 Montrer que pour tout f 2 E ils existent �; � 2 R uniques tel que f = �g+�h

5 Montrer que pour tout f 2 E on a 8n 2 N f(n) = f(0) + (f(1)� f(0))n

Soit n 2 N (n � 1) et sur R le determinant d'ordre n

�n =

������������������

2 1 0 : : : : : : : : : : : : 0
1 2 1 0 : : : : : : : : : 0
0 1 2 1 0 : : : : : : 0
0 0 1 2 1 0 : : : 0

: : :
...

: : :
. . . 0

: : :
. . . . . . 1

0 0 : : : : : : : : : 0 1 2

������������������

6 Montrer que pour tout n 2 N (n � 1) on a �n+2 = 2�n+1 � �n

7 Soit f : N �! R tel que f(n) = �n+1

i. Montrer que f 2 E

ii. En utilisant 5. montrer que 8n 2 N �n = n+ 1

IV Soit dans M3(R) la matrice :

A =

0
@

1 0 0
0 2 0
0 1 1

1
A

1 Justi�er que le polynôme caract�eristique de A est PA = �(X � 1)2(X � 2)

2 Donner les valeurs propres de A

3 Donner les vecteurs propres de A

4 A est elle diagonalisable ? (justi�er votre r�eponse).

V Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Soient f; g 2 L (E) des endomor-
phismes de E. On suppose que f � g = 0

1 Montrer que Im(g) � ker(f)

2 En d�eduire que dim(Im(g)) + dim(Im(f)) � dim(E)

Dans la suite, on suppose de plus que f + g est bijectif

3 Montrer que 8y 2 E 9x 2 E y = f(x) + g(x)

4 En d�eduire que E = Im(f) + Im(g)

5 Montrer que dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f))

6 Montrer que Im(f) + Im(g) est directe

7 Montrer que 8(x1; x2) 2 E2 il existe x 2 E tel que f(x) = f(x1) et g(x) = g(x2)

8 Montrer que 8(x1; x2) 2 E2 il existe x 2 E tel que x � x1 mod (ker(f)) et
x � x2 mod (ker(g))
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