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Les Problemes I, II, III, IV, V sont indépendants

I On utilisant le raisonnement par distinction des cas montrer que :

VneN 6ln(n+11)(n+7)
II Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soit M I'’ensemble des éléments minimaux de (E, <).
1 Rappeler la définition d'une partite totalement non ordonnée.
2 Montrer que M est un ensemble totalement non ordonné.

3 On suppose E fini, montrer que M est maximal (pour I'inclusion parmis les parties to-
talement non ordonnées de E).

IIT Soit f : E— F une application, Montrer qu'’il est équivalent de dire :
1 f bijective.
2 VA, BcEona((AuB=E)et (AnB=9¢)) = ((f(AU f(B)=F) et (f(An f(B)=a)).
3VYAcCE  f(A9=(f(A)"

IV Soit d = pgcd(164,60).
1 Calculer d au moyen de la factorisation en nombres premiers.
2 Retrouver d par I'algorithme d’Euclide.
3 Calculer u, v € Z tels que 164u +60v = d.
4 Calculer ppcm(164,60).

V Soit x € N.
1 Montrer que si p est un nombre premier impair qui divise x?+1 alors X* = —1 dans (z/pz) "
2 Montrer que X est d’'orde 4 dans (Z/pZ)".
3 En déduire que p =1 mod (4).

4 Montrer que tout entier impair d € N qui divise x? + 1 vérified =1 mod (4).
On suppose dans la suite que les entiers x, y € N vérifient :

-y =7
5 Montrer que x, y sont de parités différentes.
6 Montrer que x est pair. (On rappelle que le carré de tout entier impair est =1 mod (8)).
7 Montrer que xX2+1= (y+ 2)(y2 -2y +4).
8 Montrer que y = -1 mod (4).

9 Montrer que la relation x> — y® = 7 n’'a pas de solution x, y € N.
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Les Problemes I, II, III, IV, V sont indépendants

I On utilisant le raisonnement par distinction des cas montrer que :

VneN 6ln(n+11)(n+7)

Solution 1. On distingue suivant le reste de la division euclidienne de n par 6 :
-Sin=6g—nn+11)(n+7)=6g(n+11)(n+7).
-Sin=6g+1—nn+11)(n+7) =n6g+12)(n+7)=6n(g+2)(n+7)
—-Sin=6g+2— nn+11)(n+7) =6(3g+1)(n+11)(2g +3).
-Sin=6g+3—nn+11)(n+7)=612g+1)(n+11)(3q +5).
-Sin=6g+4—nn+1)n+7)=63Bqg+2)2qg+5)(n+7).
-Sin=6q+5—nn+11)(n+7)=6n(n+11)(qg +2).

IT Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soit M I'’ensemble des éléments minimaux de (E, <).
1 Rappeler la définition d'une partite totalement non ordonnée.
2 Montrer que M est un ensemble totalement non ordonné.
3 On suppose E fini, montrer que M est maximal (pour I'inclusion parmis les parties to-
talement non ordonnées de E).
Solution 2.
1 C’est une partie dans laquelle deux éléments quelconques distints sont incomparables.
2 Si x,y € M sont distints on ne peut avoir x < y car y est minimal.

3 Soit M’ totalement non ordonné tel que M < M’, soit x € M’, comme E est fini, il existe
x'(€ M) minimal tel que x’ < x (sinon on construit par récurrence une suite infinie (x,,)
tel que --- < x, < x;,_1 <-+- < Xy = x) comme X, x' € M’ et M’ totalement non ordonné,
onax=x',donc M =M.

IIT Soit f : E— F une application, Montrer qu’il est équivalent de dire :
1 f bijective.
2 VA BcEona((AuB=E)et(AnB=9¢))= (f(AUf(B)=F)et(f(Anf(B)=9).
3VACE  f(A9)=(f(A)".

Solution 3.

—1)=2)carsil) :Soient A,Bc E tel que AUB=FEet AnNB = @, alors f(AUB) =
f(A)U f(B) car f estune application, donc f(A) U f(B) = f(E), comme f est surjective
on a f(E) = F, comme f est injective f(An B) = f(A)n f(B) (d’apres le cours), soit
fLANfB)=f(®)=9.

- 2)=3)carsi2) :Soit Ac E,comme AUA° =Eet AnA°=@onaura f(A)U f(A°)=F
et f(A) N f(A9) = @, donc f(A) = f(A)-.

- 3)=1)carsi3) : f(E) = f(@°) = f(®)°=@°=F, donc f est surjective. Soient x,y € E
distints, donc y € {x}, donc f(x) € f({x}°) = f({x)° = {f ()}, donc f(y) # f(x), donc
f estinjective.



IV Soit d = pgcd(164,60).
1 Calculer d au moyen de la factorisation en nombres premiers.
2 Retrouver d par I'algorithme d’Euclide.
3 Calculer u, v e Z tels que 164u +60v = d.
4 Calculer ppcm(164,60).

Solution 4.
1 Onal64 =2241 et 60 =2%5.3 donc d = 2™min22) 41min(1,0) smin©,1) 3min(0,1) — 52 _ 4
2
164 = 2.60 + 44
60 =44 + 16
44=2.16+12
16=12+4

12=3.4+0—
3 Plusieurs méthodes :

— Par l'algorithme d’Euclide :

164 =2.60+44 — 44 = 164 - 2.60
60=44+16—16=60-44 =60- (164 - 2.60) =3.60 — 164

44=216+12—12=44-2.16 = (164 - 2.60) — 2.(3.60 — 164) = 3.164 — 8.60
16=12+4—4=16-12=(3.60—-164) - (3.164-8.60) = -4.164+11.60 —|u=-4, v=11

— Par la méthode du quotient : On a d = r4 et 4 pair —

—-u 1 1 4 4 1
= = =— — u=-4, V=
v + 1 oyt 1
A 1 1
q2+ 1 1+
q3+— 2+ —
qa 1
— Par la méthode de la matrice échelenée :
1 0
(164,60) 0 1 )
1
(164 —60=104,60) _1 (1) )
1 0
(104 — 60 = 44,60) 21 )
3 -1
(44,60—-44 =16) 9 1
3 -1
(44— 16 = 28,16) -
3 -1
28—-16=12,16) _8 3
11 -4
(12,16 —12=4) _8 3
11 -4
(12-4=8,4) 19 - )
11 -4
(6-4=44) -30 11 )
41 -15
(4,4-4=0) 20 H)—»]u_u, v=-30
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4 Deux méthodes :

— En utilisant la factorisation en nombres premiers : On a 164 = 22.41 et 60 = 22.3.5
donc ppcm(164,60) = 2max(2) gmax(1,0) smax(0,1) 41max(0.1) — 22 3 5 41 = 2460.
— Parla formule :
ab
cm(a,b) = ——— =164.60/4 =68.11.2 = 2460 O
ppem(a, b) pgcd(a, b)
V Soit x e N.
1 Montrer que si p est un nombre premier impair qui divise x?+1 alors X* = —1 dans (z/pz) "
2 Montrer que X est d’orde 4 dans (Z/pZ)”.
3 En déduire que p =1 mod (4).
4

Montrer que tout entier impair d € N qui divise x* + 1 vérifie d =1 mod (4).
On suppose dans la suite que les entiers x, y € N vérifient :

-y =7
Montrer que x, y sont de parités différentes.
Montrer que x est pair. (On rappelle que le carré de tout entier impair est=1 mod (8)).
Montrer que x>+ 1 = (y +2)(y> -2y +4).

Montrer que y = —1 mod (4).
2

© & N o O

Montrer que la relation x> — y® = 7 n’a pas de solution x, y € N.

Solution 5.
1 Comme plx*+1onax?+1=0 mod (p), donc x*=-1 mod (p), donc ¥* = —1.

2 ¥ = -1 = %" = 1 donc 'ordre de % dans (Z/pZ)" divise 4, donc égal 1,2 ou 4, si cet
ordre est 1 ou2 on aurait X* =1 or X* = —1 donc 1 = —1 donc 2 = 0 donc p|2 donc p =2,

or p est impair, donc I'ordre est 4.

3 Lordre d'un élément d'un groupe divise I'ordre du groupe, donc 4| |(Z/ pZ)*| =p-1,
donc p=1 mod (4).

4 Tout les diviseurs premiers de d divisent x%+1 et sont impairs (car d est impair), donc
sont=1 mod (4), comme d est le produit de ses diviseurs premiers, ilest =1 mod (4).

5 Si x, y étaient simultanément pairs ou impairs, il y en est de méme de x2 et y3, donc
7 = x* — y3 serait pair.

6 Si x est impair alors y est pair, donc 8|y3, donc x*> =7 mod (8) absurde, donc x est pair
et y impair.

70nax’*=7+y>doncx®*+1=8+3=23+9)3=(2+y)()* -2y +4).

8 Comme y + 21x2+1etx2+1 impair (car x est pair), donc y + 2 est un diviseur impair
positif de x%+1, parlaquestion4.ona y+2=1 mod (4) donc y=-1 mod (4).

9 Onay=-1 mod(4) donc y>-2y+4=1+2=3 mod (4), or y*> -2y +4 est aussi un
diviseur impair positif de x> + 1, donc y*> -2y +4 =1 mod (4) contradiction, par suite
X, y ne peuvent exister.



