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Solution

I Soit A un anneau. m = Car(A) la caract�eristique de A.

1 Montrer que 8x 2 A (x+ 1)5 = x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1

R�eponse : (x+ 1)2 = (x+ 1)(x+ 1) = x2 + x+ x+ 1 = x2 + 2x+ 1

(x+1)3 = (x+1)2(x+1) = (x2+2x+1)(x+1) = x3+2x2+x+x2+2x+1 =
x3 + 3x2 + 3x+ 1

(x + 1)4 = (x + 1)3(x + 1) = x4 + 3x3 + 3x2 + x + x3 + 3x2 + 3x + 1 =
x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 1

(x+1)5 = (x+1)4(x+1) = x5+4x4+6x3+4x2+x+x4+4x3+6x2+4x+1 =
x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1 �

Autre R�eponse :(Acceptable) Comme x et 1 commutent, le formule du
binôme s'applique �

Dans la suite, on suppose que A v�eri�e : 8x 2 A x5 = x

2 Montrer que 8x 2 A 30x = 0 (remplacer x par 2x)

R�eponse : Rempla�cons x par 2x, il vient (2x)5 = 2x, soit 32x5 = 2x, soit
32x = 2x, soit 30x = 0 �

3 Montrer que m divise 30

R�eponse : 8x 2 A 30x = 0, par d�e�nition de la caract�eristique, cela
entraine m divise 30 �
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4 On suppose que m divise 2

i. Montrer que 8x 2 A 5(x4 � x) = 0

R�eponse : On a

(x+1)5 = x+1 = x+1 = x5+5x4+10x3+10x2+5x+1 = x5+5x4+5x+1

Car comme m divise 2, on a 8x 2 A 2x = 0, donc 10x3 = 0 et 10x2 = 0

Donc

x+ 1 = x5 + 5x4 + 5x+ 1 = x+ 5(x4 + 1) + 1 donc 5(x4 + x) = 0

rempla�cons x par �x il vient 5(x4 � x) = 0 �

Autre R�eponse : Appliquer directement la formule du binôme �a
(x� 1)5 �

ii. En d�eduire que 8x 2 A x4 � x = 0

R�eponse : On a

0 = 5(x4 � x) = 4(x4 � x) + (x4 � x) = 0 + (x4 � x) �

iii. En d�eduire que 8x 2 A x2 = x (On rappel que comme cons�equence,
d'apr�es TD, A est commutatif)

R�eponse : On a x4 = x, donc x5 = x2 soit x2 = x �

5 On suppose que m divise 3

i. Montrer que 8x 2 A 5(x4 + x) = �10(x3 + x2)

R�eponse : On a

x+1 = (x+1)5 = x5+5x4+10x3+10x2+5x+1 = x+5x4+10x3+10x2+5x+1

donc

5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x = 0
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donc

5(x4 + x) = �10(x3 + x2) �

ii. En d�eduire que 8x 2 A x4 + x = x2 + x3

R�eponse : Comme m divise 3, on a 8x 2 A 3x = 0, donc

5(x4 + x) = (6� 1)(x4 + x) = 6(x4 + x)� (x4 + x) = 0� (x4 + x)

de même

�10(x3 + x2) = (�9� 1)(x3 + x2) = 0� (x3 + x2)

donc

�(x4 + x) = �(x3 + x2)

donc

x4 + x = x3 + x2 �

iii. En d�eduire que 8x 2 A 2x4 = 2x2

R�eponse : On a 8x 2 A x4 + x = x3 + x2, rempla�cons x par �x il
vient aussi 8x 2 A x4 � x = x2 � x3, additionnant membre �a membre
les deux �egalit�es, il vient :

8x 2 A 2x4 = 2x2 �

iv. En d�eduire que 8x 2 A x3 = x (On rappel que comme cons�equence,
d'apr�es la session de Juin 2008, A est commutatif)

R�eponse : Toujours parceque m divise 3, on a 2x4 = (3 � 1)x4 = �x4.
De même 2x2 = �x2, donc �x4 = �x2, donc x4 = x2, donc x5 = x3 donc
x3 = x �

6 On suppose que m divise 5, Soient x; y 2 A, soit n 2 f1; 2; 3; 4g.

i. En �ecrivant (nx + y)5 = nx + y, d�eduire qu'il existent A1; A2; A3; A4 2 A
tel que

(�) n4A1 + n3A2 + n2A3 + nA4 = 0
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R�eponse : Tenant compte que x; y ne commutent pas n�ecessairement ,
on a

(nx+ y)5 = (nx+ y)(nx+ y)2(nx+ y)2

soit

(nx+ y)5 = (nx+ y)(n2x2 + n(xy + yx) + y2)(n2x2 + n(xy + yx) + y2)

soit

(nx+ y)5 = n5x5 + n4A1 + n3A2 + n2A3 + nA4 + y5

A1 = x4y + x3yx+ x2yx2 + xyx3 + yx4

A2 = x3y2+x2y2x+xy2x2+y2x3+x2yxy+xyx2y+yx3y+yxyx2+xyxyx+yx2yx

A3 = y3x2+y2x2y+yx2y2+x2y3+y2xyx+yxy2x+xy3x+xyxy2+yxyxy+xy2xy

A4 = y4x+ y3xy + y2xy2 + yxy3 + xy4

On a donc

nx+ y = (nx+ y)5 = n5x5 + n4A1 + n3A2 + n2A3 + nA4 + y5

= nx+ n4A1 + n3A2 + n2A3 + nA4 + y

car n5x5 = (nx)5 = nx, donc

n4A1 + n3A2 + n2A3 + nA4 = 0 �

ii. Montrer que A1 = x4y + x3yx+ x2yx2 + xyx3 + yx4

iii. Calculer xA1 � A1x

R�eponse :

xA1�A1x = x(x4y+x3yx+x2yx2+xyx3+yx4)�(x4y+x3yx+x2yx2+xyx3+yx4)x

= xy � yx �
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iv. Montrer que A1 = 0 (on pourra sommer la relation (*) pour n = 1; 2; 3; 4)

R�eponse : Avec n = 1; 2; 3; 4 il vient :

A1 + A2 + A3 + A4 = 0

16A1 + 8A2 + 4A3 + 2A4 = 0 soit A1 + 3A2 + 4A3 + 2A4 = 0

81A1 + 27A2 + 9A3 + 3A4 = 0 soit A1 + 2A2 + 4A3 + 3A4 = 0

256A1 + 64A2 + 16A3 + 4A4 = 0 soit A1 + 4A2 + A3 + 4A4 = 0

Additionnant les quatre �egalit�es, il vient 4A1 = 0, soit �A1 = 0, donc
A1 = 0 �

v. En d�eduire que A est commutatif

R�eponse : 0 = xA1 � A1x = xy � yx �

7 Pour n 2 Z on note nA = fnx j x 2 Ag. On a admet que 10A; 6A; 15A sont
des anneaux pour les lois induitent respectivement par + et :

i. Montrer que Car(10A) divise 3, Car(6A) divise 5, Car(15A) divise 2

R�eponse : On a 3(10A) = 30A = f0g, donc Car(10A) divise 3 �

ii. Montrer A est commutatif.

R�eponse : D'apr�es 6,5 et 4 on a 6A,10A et 15A commutatifs, donc 8x; y 2
A, on a

6x6y = 6y6x (1)

10x10y = 10y10x (2)

15x15y = 15y15x (3)

On a pgcd(6; 10; 15) = 1, donc pgcd(62; 102; 152) = 1, donc il existe u; v; w 2
Z tel que :
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u62 + v102 + w152 = 1

Formons u(1) + v(2) + w(3), il vient

xy = yx �

II Soit dans R(X) la fraction

F =
X4

(X2 +X + 1)(X � 1)2

1 Montrer que pgcd(X2 +X + 1; (X � 1)2) = 1

R�eponse :

X2 +X + 1 X2 � 2X + 1 3X
X2 � 2X + 1 1 X=3� 2=3

3X X2

�2X + 1
�2X
1 6= 0

Donc X2 +X + 1 et X2 �X � 2 sont premiers entre eux. �

2 Trouver U; V 2 R [X] tel que

U(X2 +X + 1) + V (X � 1)2 = 1

R�eponse : Posons A = X2 +X + 1 et B = X2 � 2X + 1, on a donc

A = B + 3X

B = (3X)(X=3� 2=3) + 1

Donc
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B = (A�B)(X=3� 2=3) + 1

Donc

(X=3 + 1=3)B � A(X=3� 2=3) = 1

On peut aussi permuter les rôles de A et B, cela donne

X2 � 2X + 1 X2 +X + 1 �3X
X2 +X + 1 1 �X=3� 1=3

�3X X2

X + 1
X

1 6= 0

Donc B = A � 3X et A = (�3X)(�X=3 � 1=3) + 1 d'o�u on tire la même
relation

(X=3 + 1=3)B � A(X=3� 2=3) = 1 �

3 D�ecomposer F en �el�ements simples dans R (X).

R�eponse :

Multiplions cette relation par X4 et divisons par AB il vient

F =
X4(X + 1)

3(X2 +X + 1)
�

X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)

4 Pour d�ecomposer F en �el�ements simples, il su�t de d�ecomposer chacune de
ses composantes

X4(X + 1)

3(X2 +X + 1)
et

X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)

et soustraire les deux r�esultats.

� D�ecomposition de
X4(X + 1)

3(X2 +X + 1)

On calcul le quotient de la division euclidi�enne de

X4(X + 1)=3 par X2 +X + 1
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X5 +X4 X2 +X + 1
X5 +X4 +X3 X3 �X + 1

�X3

�X3 �X2 �X
X2 +X

X2 +X + 1
�1

Donc

X5 +X4 = (X3 �X + 1)(X2 +X + 1)� 1

Donc

(X5 +X4)=3 = (X3 �X + 1)(X2 +X + 1)=3� 1=3

D'o�u la d�ecomposition

X4(X + 1)

3(X2 +X + 1)
= (X3 �X + 1)=3�

1

3(X2 +X + 1)

� D�ecomposition de
X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)

On calcul le quotient de la division euclidi�enne de

X4(X � 2)=3 par X2 � 2X + 1

X4(X � 2)=3 = (X2 � 2X + 1)(X3 �X � 2)=3 + (�3X + 2)=3

et on a

X2 � 2X + 1 = (X � 1)2

Par suite la d�ecomposition de
X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)
s'�ecrit

X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)
= (X3 �X � 2)=3 +

�

(X � 1)2
+

�

X � 1

� =
X4(X � 2)

3
(1) =

�1

3

X4(X � 2)

3(X2 � 2X + 1)
+

1

3(x� 1)2
=
X5 � 2X4 + 1

3(X � 1)2
=
X4 �X3 �X2 �X � 1

3(X � 1)

Donc

X5 � 2X4 + 1

3(X � 1)2
=
X4 �X3 �X2 �X � 1

3(X � 1)
= (X3 �X � 2)=3 +

�

X � 1

� =
X4 �X3 �X2 �X � 1

3
(1) = �1
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D'o�u la d�ecomposition de F

F = 1�
1

3(X2 +X + 1)
+

1

3(X � 1)2
+

1

X � 1

On peut aussi d�ecomposer directement F

F = Q+
aX + b

X2 +X + 1
+ +

�

(X � 1)2
+

�

X � 1

Q est le quotient de la division euclidienne de X4 par (X2+X+1)(X2�2X+
1) = X4 + : : :, soit Q = 1

On pose h = X � 1, alors

X4

X2 +X + 1
=

(1 + h)4

(1 + h)2 + (1 + h) + 1
=

1 + 4h+O(h2)

3 + 3h+O(h2)
=

1

3
+ h+O(h2)

d'o�u � =
1

3
et � = 1

Calcul de aX + b

� M�ethode 1

On a

(X2 +X + 1)F =
X4

X2 � 2X + 1

On cherche U tel que

U(X2 � 2X + 1) = 1� V (X2 +X + 1)

On a trouv�e U = �
1

3
(X + 1). Alors aX + b est le reste de UX4 par

X2 +X + 1

On trouve

aX + b = reste de X4U par X2 +X + 1 = ��
1

3

� M�ethode 2 (M�ethode par developpement limit�e)

On pose h = X2 +X + 1, on cherche un "developpement limit�e" �a l'ordre
1 de X4=(X2 �X � 2) en h. On a

X4

X2 � 2X + 1
=

(h�X � 1)2

�3X +O(h)
=

(X + 1)2 +O(h)

�3X +O(h)
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Soit

X4

X2 �X � 2
=

X +O(h)

�3X +O(h)
=

X(X + 1) +O(h)

�3X(X + 1) +O(h)

Soit

X4

X2 �X � 2
=
�1 +O(h)

3 +O(h)
= �

1

3
+O(h)

Donc

aX + b == �
1

3

Autre m�ethode de d�ecomposition de F

F =
X4

(X2 +X + 1)(X � 1)(X � 1)

et on applique la formule du cours :

1

(X � �)(X2 + aX + b)
=

1

�2 + a� + b
(

1

X � �
�

X + a+ �

X2 + aX + b
)

III Soit K un corps commutatif. Soient A 2Mm;n(K) une matrice (m;n), B 2Mp;q(K)
une matrice (p; q)

1 A quelle condition le produit AB est d�e�nit

R�eponse : n = p �

2 A quelle condition les produit AB et BA sont d�e�nis

R�eponse : n = p q = m �

3 Pour une matrice carr�ee C = (aij), on appel trace de A le scalaire tr(C) =P
i aii. Montrer que si AB et BA sont d�e�nis, alors

tr(AB) = tr(BA)

R�eponse : Posons AB = (cij) 2Mm(K) et BA = (c0

ij) 2Mn(K)

tr(AB) =
mX
i=1

cii =
mX
i=1

nX
k=1

aikbki =
nX

k=1

mX
i=1

bkiaik =
nX

k=1

c0

kk = tr(BA) �

10



4 On suppose AB et BA d�e�nis. Montrer que si I � AB est inversible , alors
I 0�BA est inversible. (I et I 0 matrices identit�e)(On cherchera son inverse sous
la forme I 0 +BXA, X matrice �a pr�eciser)

R�eponse : Soit X l'inverse de I � AB, on a

(I 0�BA)(I 0+BXA) = I 0�BA+BXA�BABXA = I 0+B(�I+X�ABX)A

= I 0 +B(�I + (I � AB)X)A = I 0

De même

(I 0 +BXA)(I 0 �BA) = I 0
�

IV Soit l'application f : R3 �! R
2

(x1; x2; x3) �! (x1 + 2x2 � x3; x1 � x2 � 3x3)

1 Montrer que f est lin�eaire.

2 Soient B1; B2 les bases canoniques respectivement de R3 et R2. Calculer
MB1B2

(f)

R�eponse :

MB1B2
(f) =

�
1 2 �1
1 �1 �3

�
�

3 Pour v 2 R3 et w 2 R2, �ecrire matrciellement la relation f(v) = w.

R�eponse : �
1 2 �1
1 �1 �3

�0
@ x1

x2
x3

1
A =

�
y1
y2

�
�

4 Donner une base et la dimension de Ker(f).

R�eponse :

ker(f) =

�
(
7

3
x3;

�2

3
x3; 1) j x3 2 R

�
=< (7;�2; 3) >
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=

�
(
�7

2
x2; x2;

�3

2
x2; 1) j x2 2 R

�
=< (�7; 2;�3) >

=

�
(x1;�

2

7
x1;

3

7
x1) j x1 2 R

�
=< (7;�2; 3) > �

5 Donner une base et la dimension de Im(f).

R�eponse :

Im(f) =< (1; 1); (2;�1); (�1;�3) >=< (1; 1); (1;�1) >=< (�1;�1); (2;�1) > �

6 V�eri�er la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).

R�eponse : dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = 2 + 1 = 3 = dim(E) �
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